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Åñëè îäíà èç äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ ïåðïåíäèêóëÿðíà

ê òðåòüåé ïðÿìîé, òî è äðóãàÿ ïðÿìàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà

ê ýòîé ïðÿìîé. b

a

c

a ‖ b

a ⊥ c

⇒ b ⊥ c

Êàêàÿ ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïëîñêîñòè?

Ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïëîñêîñòè,

åñëè îíà ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ëþáîé ïðÿìîé,

ëåæàùåé â ýòîé ïëîñêîñòè (îáîçíà÷åíèå a ⊥ α.)

α

a

b d
c

e

a ⊥ α =⇒
a ⊥ b,

a ⊥ c ,

a ⊥ d ,

a ⊥ e, . . .

Êàêàÿ ñâÿçü ìåæäó ïàðàëëåëüíîñòüþ ïðÿìûõ

è èõ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòüþ ê ïëîñêîñòè?

Åñëè îäíà èç äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ
ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ïëîñêîñòè, òî è äðóãàÿ

ïðÿìàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ýòîé ïëîñêîñòè.

α

a a1

a ‖ a1, a ⊥ α =⇒
a1 ⊥ α

Êàê ôîðìóëèðóåòñÿ îáðàòíàÿ òåîðåìà?

Åñëè äâå ïðÿìûå ïåðïåíäèêóëÿðíû ê ïëîñêîñòè,
òî îíè ïàðàëëåëüíû.

α

a b

a ⊥ α, b ⊥ α =⇒
a ‖ b.

Íèêèôîðîâ Ñ.Â. Ïðèçíàê ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè



Ïîâòîðåíèå òåìû: Ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå

Êàêèå ïðÿìûå íàçûâàþòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè

â ïðîñòðàíñòâå?

Äâå ïðÿìûå â ïðîñòðàíñòâå íàçûâàþòñÿ

ïåðïåíäèêóëÿðíûìè, åñëè óãîë ìåæäó íèìè ðàâåí 90◦.

c

b

a
a ⊥ b

a ⊥ c

×òî óòâåðæäàåò ëåììà î ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè äâóõ

ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ ê òðåòüåé ïðÿìîé?

Åñëè îäíà èç äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ ïåðïåíäèêóëÿðíà

ê òðåòüåé ïðÿìîé, òî è äðóãàÿ ïðÿìàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà

ê ýòîé ïðÿìîé. b

a

c

a ‖ b

a ⊥ c

⇒ b ⊥ c

Êàêàÿ ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïëîñêîñòè?

Ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïëîñêîñòè,

åñëè îíà ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ëþáîé ïðÿìîé,

ëåæàùåé â ýòîé ïëîñêîñòè (îáîçíà÷åíèå a ⊥ α.)

α

a

b d
c

e

a ⊥ α =⇒
a ⊥ b,

a ⊥ c ,

a ⊥ d ,

a ⊥ e, . . .

Êàêàÿ ñâÿçü ìåæäó ïàðàëëåëüíîñòüþ ïðÿìûõ

è èõ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòüþ ê ïëîñêîñòè?

Åñëè îäíà èç äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ
ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ïëîñêîñòè, òî è äðóãàÿ

ïðÿìàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ýòîé ïëîñêîñòè.

α

a a1

a ‖ a1, a ⊥ α =⇒
a1 ⊥ α

Êàê ôîðìóëèðóåòñÿ îáðàòíàÿ òåîðåìà?

Åñëè äâå ïðÿìûå ïåðïåíäèêóëÿðíû ê ïëîñêîñòè,
òî îíè ïàðàëëåëüíû.

α

a b

a ⊥ α, b ⊥ α =⇒
a ‖ b.

Íèêèôîðîâ Ñ.Â. Ïðèçíàê ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè



Ïîâòîðåíèå òåìû: Ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå

Êàêèå ïðÿìûå íàçûâàþòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè

â ïðîñòðàíñòâå?

Äâå ïðÿìûå â ïðîñòðàíñòâå íàçûâàþòñÿ

ïåðïåíäèêóëÿðíûìè, åñëè óãîë ìåæäó íèìè ðàâåí 90◦.

c

b

a
a ⊥ b

a ⊥ c

×òî óòâåðæäàåò ëåììà î ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè äâóõ

ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ ê òðåòüåé ïðÿìîé?

Åñëè îäíà èç äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ ïåðïåíäèêóëÿðíà

ê òðåòüåé ïðÿìîé, òî è äðóãàÿ ïðÿìàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà

ê ýòîé ïðÿìîé. b

a

c

a ‖ b

a ⊥ c

⇒ b ⊥ c

Êàêàÿ ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïëîñêîñòè?

Ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïëîñêîñòè,

åñëè îíà ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ëþáîé ïðÿìîé,

ëåæàùåé â ýòîé ïëîñêîñòè (îáîçíà÷åíèå a ⊥ α.)

α

a

b d
c

e

a ⊥ α =⇒
a ⊥ b,

a ⊥ c ,

a ⊥ d ,

a ⊥ e, . . .

Êàêàÿ ñâÿçü ìåæäó ïàðàëëåëüíîñòüþ ïðÿìûõ

è èõ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòüþ ê ïëîñêîñòè?

Åñëè îäíà èç äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ
ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ïëîñêîñòè, òî è äðóãàÿ

ïðÿìàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ýòîé ïëîñêîñòè.

α

a a1

a ‖ a1, a ⊥ α =⇒
a1 ⊥ α

Êàê ôîðìóëèðóåòñÿ îáðàòíàÿ òåîðåìà?

Åñëè äâå ïðÿìûå ïåðïåíäèêóëÿðíû ê ïëîñêîñòè,
òî îíè ïàðàëëåëüíû.

α

a b

a ⊥ α, b ⊥ α =⇒
a ‖ b.

Íèêèôîðîâ Ñ.Â. Ïðèçíàê ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè



Ïîâòîðåíèå òåìû: Ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå

Ïðåäñòàâüòå òåëåãðàôíûå ñòîëáû âäîëü äîðîãè.

Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî îíè ïåðïåíäèêóëÿðíû äîðîãå?

Íåëüçÿ! Êàê âèäíî íà âòîðîì ðèñóíêå (âèä ñáîêó),

ëåâûé è ïðàâûé ñòîëáû äàæå íå ïàðàëëåëüíû!

Íèêèôîðîâ Ñ.Â. Ïðèçíàê ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè



Ïîâòîðåíèå òåìû: Ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå

Ïðåäñòàâüòå òåëåãðàôíûå ñòîëáû âäîëü äîðîãè.

Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî îíè ïåðïåíäèêóëÿðíû äîðîãå?

Íåëüçÿ! Êàê âèäíî íà âòîðîì ðèñóíêå (âèä ñáîêó),

ëåâûé è ïðàâûé ñòîëáû äàæå íå ïàðàëëåëüíû!

Íèêèôîðîâ Ñ.Â. Ïðèçíàê ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè



Ïîâòîðåíèå òåìû: Ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå

Ïðåäñòàâüòå òåëåãðàôíûå ñòîëáû âäîëü äîðîãè.

Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî îíè ïåðïåíäèêóëÿðíû äîðîãå?

Íåëüçÿ! Êàê âèäíî íà âòîðîì ðèñóíêå (âèä ñáîêó),

ëåâûé è ïðàâûé ñòîëáû äàæå íå ïàðàëëåëüíû!

Íèêèôîðîâ Ñ.Â. Ïðèçíàê ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè



Ïîâòîðåíèå òåìû: Ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå

Ïðåäñòàâüòå òåëåãðàôíûå ñòîëáû âäîëü äîðîãè.

Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî îíè ïåðïåíäèêóëÿðíû äîðîãå?

Íåëüçÿ! Êàê âèäíî íà âòîðîì ðèñóíêå (âèä ñáîêó),

ëåâûé è ïðàâûé ñòîëáû äàæå íå ïàðàëëåëüíû!

Íèêèôîðîâ Ñ.Â. Ïðèçíàê ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè



Ðåøèì çàäà÷ó 119

Ïðÿìàÿ OA ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ïëîñêîñòè OBC , è òî÷êà O

ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà AD. Äîêàæèòå, ÷òî:

à) AB = DB ;

á) AB = AC , åñëè OB = OC ;

â) OB = OC , åñëè AB = AC .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé à))

A

O

D

C

B

OA ⊥ OBC ïî óñëîâèþ, òîãäà OA ⊥ OB ïî îïðåäåëåíèþ

ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé ê ïëîñêîñòè.

OA = OD ïî óñëîâèþ çàäà÷è, ïîýòîìó OB � ñåðåäèííûé

ïåðïåíäèêóëÿð ê AD è ïîýòîìó AB = DB .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé á))

A

O

D

C

B

OA ⊥ OBC ïî óñëîâèþ, òîãäà OA ⊥ OC . Åñëè OB = OC

òî ∆ AOC = ∆ AOB (ïî äâóì êàòåòàì) è AB = AC .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé â))

A

O

D

C

B

Åñëè AB = AC , òî ∆ AOC = ∆ AOB

(ïî êàòåòó è ãèïîòåíóçå) è OB = OC .

Íèêèôîðîâ Ñ.Â. Ïðèçíàê ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè



Ðåøèì çàäà÷ó 119

Ïðÿìàÿ OA ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ïëîñêîñòè OBC , è òî÷êà O

ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà AD. Äîêàæèòå, ÷òî:

à) AB = DB ;

á) AB = AC , åñëè OB = OC ;

â) OB = OC , åñëè AB = AC .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé à))

A

O

D

C

B

OA ⊥ OBC ïî óñëîâèþ, òîãäà OA ⊥ OB ïî îïðåäåëåíèþ

ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé ê ïëîñêîñòè.

OA = OD ïî óñëîâèþ çàäà÷è, ïîýòîìó OB � ñåðåäèííûé

ïåðïåíäèêóëÿð ê AD è ïîýòîìó AB = DB .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé á))

A

O

D

C

B

OA ⊥ OBC ïî óñëîâèþ, òîãäà OA ⊥ OC . Åñëè OB = OC

òî ∆ AOC = ∆ AOB (ïî äâóì êàòåòàì) è AB = AC .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé â))

A

O

D

C

B

Åñëè AB = AC , òî ∆ AOC = ∆ AOB

(ïî êàòåòó è ãèïîòåíóçå) è OB = OC .

Íèêèôîðîâ Ñ.Â. Ïðèçíàê ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè



Ðåøèì çàäà÷ó 119

Ïðÿìàÿ OA ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ïëîñêîñòè OBC , è òî÷êà O

ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà AD. Äîêàæèòå, ÷òî:

à) AB = DB ;

á) AB = AC , åñëè OB = OC ;

â) OB = OC , åñëè AB = AC .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé à))

A

O

D

C

B

OA ⊥ OBC ïî óñëîâèþ, òîãäà OA ⊥ OB ïî îïðåäåëåíèþ

ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé ê ïëîñêîñòè.

OA = OD ïî óñëîâèþ çàäà÷è, ïîýòîìó OB � ñåðåäèííûé

ïåðïåíäèêóëÿð ê AD è ïîýòîìó AB = DB .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé á))

A

O

D

C

B

OA ⊥ OBC ïî óñëîâèþ, òîãäà OA ⊥ OC . Åñëè OB = OC

òî ∆ AOC = ∆ AOB (ïî äâóì êàòåòàì) è AB = AC .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé â))

A

O

D

C

B

Åñëè AB = AC , òî ∆ AOC = ∆ AOB

(ïî êàòåòó è ãèïîòåíóçå) è OB = OC .

Íèêèôîðîâ Ñ.Â. Ïðèçíàê ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè
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Ïðÿìàÿ OA ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ïëîñêîñòè OBC , è òî÷êà O

ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà AD. Äîêàæèòå, ÷òî:

à) AB = DB ;

á) AB = AC , åñëè OB = OC ;

â) OB = OC , åñëè AB = AC .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé à))

A

O

D

C

B

OA ⊥ OBC ïî óñëîâèþ,

òîãäà OA ⊥ OB ïî îïðåäåëåíèþ

ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé ê ïëîñêîñòè.

OA = OD ïî óñëîâèþ çàäà÷è, ïîýòîìó OB � ñåðåäèííûé

ïåðïåíäèêóëÿð ê AD è ïîýòîìó AB = DB .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé á))

A

O

D

C

B

OA ⊥ OBC ïî óñëîâèþ, òîãäà OA ⊥ OC . Åñëè OB = OC

òî ∆ AOC = ∆ AOB (ïî äâóì êàòåòàì) è AB = AC .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé â))

A

O

D

C

B

Åñëè AB = AC , òî ∆ AOC = ∆ AOB

(ïî êàòåòó è ãèïîòåíóçå) è OB = OC .

Íèêèôîðîâ Ñ.Â. Ïðèçíàê ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè
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Ïðÿìàÿ OA ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ïëîñêîñòè OBC , è òî÷êà O

ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà AD. Äîêàæèòå, ÷òî:

à) AB = DB ;

á) AB = AC , åñëè OB = OC ;

â) OB = OC , åñëè AB = AC .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé à))

A

O

D

C

B

OA ⊥ OBC ïî óñëîâèþ, òîãäà OA ⊥ OB ïî îïðåäåëåíèþ

ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé ê ïëîñêîñòè.

OA = OD ïî óñëîâèþ çàäà÷è, ïîýòîìó OB � ñåðåäèííûé

ïåðïåíäèêóëÿð ê AD è ïîýòîìó AB = DB .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé á))

A

O

D

C

B

OA ⊥ OBC ïî óñëîâèþ, òîãäà OA ⊥ OC . Åñëè OB = OC

òî ∆ AOC = ∆ AOB (ïî äâóì êàòåòàì) è AB = AC .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé â))

A

O

D

C

B

Åñëè AB = AC , òî ∆ AOC = ∆ AOB

(ïî êàòåòó è ãèïîòåíóçå) è OB = OC .

Íèêèôîðîâ Ñ.Â. Ïðèçíàê ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè
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Ïðÿìàÿ OA ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ïëîñêîñòè OBC , è òî÷êà O

ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà AD. Äîêàæèòå, ÷òî:

à) AB = DB ;

á) AB = AC , åñëè OB = OC ;

â) OB = OC , åñëè AB = AC .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé à))

A

O

D

C

B

OA ⊥ OBC ïî óñëîâèþ, òîãäà OA ⊥ OB ïî îïðåäåëåíèþ

ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé ê ïëîñêîñòè.

OA = OD ïî óñëîâèþ çàäà÷è, ïîýòîìó OB � ñåðåäèííûé

ïåðïåíäèêóëÿð ê AD è ïîýòîìó AB = DB .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé á))

A

O

D

C

B

OA ⊥ OBC ïî óñëîâèþ, òîãäà OA ⊥ OC . Åñëè OB = OC

òî ∆ AOC = ∆ AOB (ïî äâóì êàòåòàì) è AB = AC .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé â))

A

O

D

C

B

Åñëè AB = AC , òî ∆ AOC = ∆ AOB

(ïî êàòåòó è ãèïîòåíóçå) è OB = OC .

Íèêèôîðîâ Ñ.Â. Ïðèçíàê ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè
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Ïðÿìàÿ OA ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ïëîñêîñòè OBC , è òî÷êà O

ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà AD. Äîêàæèòå, ÷òî:

à) AB = DB ;

á) AB = AC , åñëè OB = OC ;

â) OB = OC , åñëè AB = AC .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé à))

A

O

D

C

B

OA ⊥ OBC ïî óñëîâèþ, òîãäà OA ⊥ OB ïî îïðåäåëåíèþ

ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé ê ïëîñêîñòè.

OA = OD ïî óñëîâèþ çàäà÷è, ïîýòîìó OB � ñåðåäèííûé

ïåðïåíäèêóëÿð ê AD è ïîýòîìó AB = DB .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé á))

A

O

D

C

B

OA ⊥ OBC ïî óñëîâèþ, òîãäà OA ⊥ OC . Åñëè OB = OC

òî ∆ AOC = ∆ AOB (ïî äâóì êàòåòàì) è AB = AC .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé â))

A

O

D

C

B

Åñëè AB = AC , òî ∆ AOC = ∆ AOB

(ïî êàòåòó è ãèïîòåíóçå) è OB = OC .
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Ïðÿìàÿ OA ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ïëîñêîñòè OBC , è òî÷êà O

ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà AD. Äîêàæèòå, ÷òî:

à) AB = DB ;

á) AB = AC , åñëè OB = OC ;

â) OB = OC , åñëè AB = AC .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé à))

A

O

D

C

B

OA ⊥ OBC ïî óñëîâèþ, òîãäà OA ⊥ OB ïî îïðåäåëåíèþ

ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé ê ïëîñêîñòè.

OA = OD ïî óñëîâèþ çàäà÷è, ïîýòîìó OB � ñåðåäèííûé

ïåðïåíäèêóëÿð ê AD è ïîýòîìó AB = DB .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé á))

A

O

D

C

B

OA ⊥ OBC ïî óñëîâèþ, òîãäà OA ⊥ OC . Åñëè OB = OC

òî ∆ AOC = ∆ AOB (ïî äâóì êàòåòàì) è AB = AC .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé â))

A

O

D

C

B

Åñëè AB = AC , òî ∆ AOC = ∆ AOB

(ïî êàòåòó è ãèïîòåíóçå) è OB = OC .
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Ïðÿìàÿ OA ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ïëîñêîñòè OBC , è òî÷êà O

ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà AD. Äîêàæèòå, ÷òî:

à) AB = DB ;

á) AB = AC , åñëè OB = OC ;

â) OB = OC , åñëè AB = AC .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé à))

A

O

D

C

B

OA ⊥ OBC ïî óñëîâèþ, òîãäà OA ⊥ OB ïî îïðåäåëåíèþ

ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé ê ïëîñêîñòè.

OA = OD ïî óñëîâèþ çàäà÷è, ïîýòîìó OB � ñåðåäèííûé

ïåðïåíäèêóëÿð ê AD è ïîýòîìó AB = DB .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé á))

A

O

D

C

B

OA ⊥ OBC ïî óñëîâèþ,

òîãäà OA ⊥ OC . Åñëè OB = OC

òî ∆ AOC = ∆ AOB (ïî äâóì êàòåòàì) è AB = AC .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé â))

A

O

D

C

B

Åñëè AB = AC , òî ∆ AOC = ∆ AOB

(ïî êàòåòó è ãèïîòåíóçå) è OB = OC .
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Ïðÿìàÿ OA ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ïëîñêîñòè OBC , è òî÷êà O

ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà AD. Äîêàæèòå, ÷òî:

à) AB = DB ;

á) AB = AC , åñëè OB = OC ;

â) OB = OC , åñëè AB = AC .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé à))

A

O

D

C

B

OA ⊥ OBC ïî óñëîâèþ, òîãäà OA ⊥ OB ïî îïðåäåëåíèþ

ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé ê ïëîñêîñòè.

OA = OD ïî óñëîâèþ çàäà÷è, ïîýòîìó OB � ñåðåäèííûé

ïåðïåíäèêóëÿð ê AD è ïîýòîìó AB = DB .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé á))

A

O

D

C

B

OA ⊥ OBC ïî óñëîâèþ, òîãäà OA ⊥ OC . Åñëè OB = OC

òî ∆ AOC = ∆ AOB (ïî äâóì êàòåòàì) è AB = AC .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé â))

A

O

D

C

B

Åñëè AB = AC , òî ∆ AOC = ∆ AOB

(ïî êàòåòó è ãèïîòåíóçå) è OB = OC .
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Ïðÿìàÿ OA ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ïëîñêîñòè OBC , è òî÷êà O

ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà AD. Äîêàæèòå, ÷òî:

à) AB = DB ;

á) AB = AC , åñëè OB = OC ;

â) OB = OC , åñëè AB = AC .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé à))

A

O

D

C

B

OA ⊥ OBC ïî óñëîâèþ, òîãäà OA ⊥ OB ïî îïðåäåëåíèþ

ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé ê ïëîñêîñòè.

OA = OD ïî óñëîâèþ çàäà÷è, ïîýòîìó OB � ñåðåäèííûé

ïåðïåíäèêóëÿð ê AD è ïîýòîìó AB = DB .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé á))

A

O

D

C

B

OA ⊥ OBC ïî óñëîâèþ, òîãäà OA ⊥ OC . Åñëè OB = OC

òî ∆ AOC = ∆ AOB (ïî äâóì êàòåòàì) è AB = AC .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé â))

A

O

D

C

B

Åñëè AB = AC , òî ∆ AOC = ∆ AOB

(ïî êàòåòó è ãèïîòåíóçå) è OB = OC .
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Ïðÿìàÿ OA ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ïëîñêîñòè OBC , è òî÷êà O

ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà AD. Äîêàæèòå, ÷òî:

à) AB = DB ;

á) AB = AC , åñëè OB = OC ;

â) OB = OC , åñëè AB = AC .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé à))

A

O

D

C

B

OA ⊥ OBC ïî óñëîâèþ, òîãäà OA ⊥ OB ïî îïðåäåëåíèþ

ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé ê ïëîñêîñòè.

OA = OD ïî óñëîâèþ çàäà÷è, ïîýòîìó OB � ñåðåäèííûé

ïåðïåíäèêóëÿð ê AD è ïîýòîìó AB = DB .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé á))

A

O

D

C

B

OA ⊥ OBC ïî óñëîâèþ, òîãäà OA ⊥ OC . Åñëè OB = OC

òî ∆ AOC = ∆ AOB (ïî äâóì êàòåòàì) è AB = AC .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé â))

A

O

D

C

B

Åñëè AB = AC , òî ∆ AOC = ∆ AOB

(ïî êàòåòó è ãèïîòåíóçå) è OB = OC .
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Ïðÿìàÿ OA ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ïëîñêîñòè OBC , è òî÷êà O

ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà AD. Äîêàæèòå, ÷òî:

à) AB = DB ;

á) AB = AC , åñëè OB = OC ;

â) OB = OC , åñëè AB = AC .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé à))

A

O

D

C

B

OA ⊥ OBC ïî óñëîâèþ, òîãäà OA ⊥ OB ïî îïðåäåëåíèþ

ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé ê ïëîñêîñòè.

OA = OD ïî óñëîâèþ çàäà÷è, ïîýòîìó OB � ñåðåäèííûé

ïåðïåíäèêóëÿð ê AD è ïîýòîìó AB = DB .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé á))

A

O

D

C

B

OA ⊥ OBC ïî óñëîâèþ, òîãäà OA ⊥ OC . Åñëè OB = OC

òî ∆ AOC = ∆ AOB (ïî äâóì êàòåòàì) è AB = AC .

Ðåøåíèå, (ñëó÷àé â))

A

O

D

C

B

Åñëè AB = AC , òî ∆ AOC = ∆ AOB

(ïî êàòåòó è ãèïîòåíóçå) è OB = OC .
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Ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìîé è ïëîñêîñòè

Êàê æå ïðîâåðèòü ïåðïåíäèêóëÿðíà äàííàÿ ïðÿìàÿ ê
äàííîé ïëîñêîñòè èëè íåò?

Îòâåò äàåò òåîðåìà, âûðàæàþùàÿ ïðèçíàê
ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè.

Åñëè ïðÿìàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ê äâóì

ïåðåñåêàþùèìñÿ ïðÿìûì, ëåæàùèì â ïëîñêîñòè,

òî îíà ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ýòîé ïëîñêîñòè.
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Ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìîé è ïëîñêîñòè

Êàê æå ïðîâåðèòü ïåðïåíäèêóëÿðíà äàííàÿ ïðÿìàÿ ê
äàííîé ïëîñêîñòè èëè íåò?

Îòâåò äàåò òåîðåìà, âûðàæàþùàÿ ïðèçíàê
ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè.

Åñëè ïðÿìàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ê äâóì

ïåðåñåêàþùèìñÿ ïðÿìûì, ëåæàùèì â ïëîñêîñòè,

òî îíà ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ýòîé ïëîñêîñòè.
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Ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìîé è ïëîñêîñòè

Êàê æå ïðîâåðèòü ïåðïåíäèêóëÿðíà äàííàÿ ïðÿìàÿ ê
äàííîé ïëîñêîñòè èëè íåò?

Îòâåò äàåò òåîðåìà, âûðàæàþùàÿ ïðèçíàê
ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè.

Åñëè ïðÿìàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ê äâóì

ïåðåñåêàþùèìñÿ ïðÿìûì, ëåæàùèì â ïëîñêîñòè,

òî îíà ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ýòîé ïëîñêîñòè.
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Ïðèçíàê ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè

Òåîðåìà.

Êðàòêàÿ çàïèñü óñëîâèÿ:

Äàíî: a - ïðÿìàÿ,

a⊥p,
a⊥q
p⊂α,
q⊂α.

Äîêàçàòü, ÷òî a⊥α.

Äîêàçàòåëüñòâî Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü α,

α

è ïðÿìóþ a, a ⊥ p, a ⊥ q, ãäå

a

p ⊂ α è q ⊂ α � ïðÿìûå,

ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå O.

p

q
O

Ïóñòü m ïðîèçâîëüíàÿ ïðÿìàÿ

ïëîñêîñòè α.m

Äîêàæåì, ÷òî ïðÿìàÿ a ⊥ m.

Òîãäà a ⊥ α (ïî îïðåäåëåíèþ).

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé,
êîãäà ïðÿìàÿ a ïðîõîäèò

÷åðåç òî÷êó O.

a Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó O

ïðÿìóþ l ‖ m.

l

Îòìåòèì íà ïðÿìîé a òî÷êè

A è B òàê, ÷òîáû OA = OB .

A

B

Ïðîâåäåì â ïëîñêîñòè α
ïðÿìóþ, ïåðåñåêàþùóþ

ïðÿìûå p, q è l â òî÷êàõ

P, Q, L ñîîòâåòñòâåííî.

L
Q

P

p è q � ñðåäèííûå

ïåðïåíäèêóëÿðû ê AB .

Ïîýòîìó AP = BP ,AQ = BQ,

∆APQ = ∆BPQ
ïî òðåì ñòîðîíàì.

Òîãäà ∠APQ = ∠BPQ.

Ïðîâåäåì îòðåçêè AL è BL.

∆APL = ∆BPL
ïî äâóì ñòîðîíàì

è óãëó ìåæäó íèìè.

Ïîýòîìó AL = BL.

Òîãäà ∆ABL ðàâíîáåäðåííûé.

Åãî ìåäèàíà LO ÿâëÿåòñÿ

åãî âûñîòîé, òî åñòü l⊥a.
Òàê êàê l‖m è l⊥a, òî ïî
ëåììå î ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè

äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ

òðåòüåé m ⊥ a.

Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìàÿ a

ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ëþáîé

ïðÿìîé m ïëîñêîñòè α,

òî åñòü m ⊥ α.

Ïóñòü òåïåðü ïðÿìàÿ a

íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó O.

a

Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó O

ïðÿìóþ a1 ‖ a.a1
Ïî ëåììå a1 ⊥ p è a1 ⊥ q,
ïîýòîìó ïî äîêàçàííîìó

â ïåðâîì ñëó÷àå a1 ⊥ α.
Òîãäà ïî òåîðåìå î äâóõ
ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, îäíà

èç êîòîðûõ ïåðïåíäèêóëÿðíà

ê ïëîñêîñòè, ñëåäóåò, a ⊥ α,
.
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Ïðèçíàê ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè

Òåîðåìà.

Êðàòêàÿ çàïèñü óñëîâèÿ:

Äàíî: a - ïðÿìàÿ,

a⊥p,
a⊥q
p⊂α,
q⊂α.

Äîêàçàòü, ÷òî a⊥α.

Äîêàçàòåëüñòâî Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü α,

α

è ïðÿìóþ a, a ⊥ p, a ⊥ q, ãäå

a

p ⊂ α è q ⊂ α � ïðÿìûå,

ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå O.

p

q
O

Ïóñòü m ïðîèçâîëüíàÿ ïðÿìàÿ

ïëîñêîñòè α.m

Äîêàæåì, ÷òî ïðÿìàÿ a ⊥ m.

Òîãäà a ⊥ α (ïî îïðåäåëåíèþ).

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé,
êîãäà ïðÿìàÿ a ïðîõîäèò

÷åðåç òî÷êó O.

a Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó O

ïðÿìóþ l ‖ m.

l

Îòìåòèì íà ïðÿìîé a òî÷êè

A è B òàê, ÷òîáû OA = OB .

A

B

Ïðîâåäåì â ïëîñêîñòè α
ïðÿìóþ, ïåðåñåêàþùóþ

ïðÿìûå p, q è l â òî÷êàõ

P, Q, L ñîîòâåòñòâåííî.

L
Q

P

p è q � ñðåäèííûå

ïåðïåíäèêóëÿðû ê AB .

Ïîýòîìó AP = BP ,AQ = BQ,

∆APQ = ∆BPQ
ïî òðåì ñòîðîíàì.

Òîãäà ∠APQ = ∠BPQ.

Ïðîâåäåì îòðåçêè AL è BL.

∆APL = ∆BPL
ïî äâóì ñòîðîíàì

è óãëó ìåæäó íèìè.

Ïîýòîìó AL = BL.

Òîãäà ∆ABL ðàâíîáåäðåííûé.

Åãî ìåäèàíà LO ÿâëÿåòñÿ

åãî âûñîòîé, òî åñòü l⊥a.
Òàê êàê l‖m è l⊥a, òî ïî
ëåììå î ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè

äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ

òðåòüåé m ⊥ a.

Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìàÿ a

ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ëþáîé

ïðÿìîé m ïëîñêîñòè α,

òî åñòü m ⊥ α.
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êîãäà ïðÿìàÿ a ïðîõîäèò

÷åðåç òî÷êó O.

a Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó O

ïðÿìóþ l ‖ m.

l

Îòìåòèì íà ïðÿìîé a òî÷êè

A è B òàê, ÷òîáû OA = OB .
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Ïðîâåäåì â ïëîñêîñòè α
ïðÿìóþ, ïåðåñåêàþùóþ

ïðÿìûå p, q è l â òî÷êàõ

P, Q, L ñîîòâåòñòâåííî.

L
Q

P

p è q � ñðåäèííûå

ïåðïåíäèêóëÿðû ê AB .

Ïîýòîìó AP = BP ,AQ = BQ,

∆APQ = ∆BPQ
ïî òðåì ñòîðîíàì.

Òîãäà ∠APQ = ∠BPQ.

Ïðîâåäåì îòðåçêè AL è BL.

∆APL = ∆BPL
ïî äâóì ñòîðîíàì

è óãëó ìåæäó íèìè.

Ïîýòîìó AL = BL.

Òîãäà ∆ABL ðàâíîáåäðåííûé.

Åãî ìåäèàíà LO ÿâëÿåòñÿ

åãî âûñîòîé, òî åñòü l⊥a.
Òàê êàê l‖m è l⊥a, òî ïî
ëåììå î ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè
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íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó O.
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