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Введение в биометрию
11-й класс
(34 часа, 1 час в неделю)

Предисловие 

Предлагаемый читателю элективный курс «Введение в биометрию» ориентирован в основном на обучение в рамках естественнонаучного профиля и направлен на достижение следующих целей:  
- освоение знаний о методах научного познания Природы; 
- развитие содержания базовых знаний по основам наук: биология, физика, математика;

- углубление содержания профильных учебных предметов дополнительным изучением метода математического моделирования, как неизбежного этапа решения теоретической естественнонаучной задачи и, как следствие, овладение умениями планировать и выдвигать гипотезы, строить модели и устанавливать границы их применимости, правильно интерпретировать результаты вычислений;
- развитие познавательных интересов, интеллектуальных и творческих способностей в процессе решения естественнонаучных задач и самостоятельного приобретения новых знаний с использованием современных информационных технологий;  

- обеспечение устойчивой научной, технологической и функциональной грамотности на базе системы общих ориентиров (обобщенных методов, общеметодологических принципов, предельно общих понятий и т. д.), как необходимого условия дальнейшего успешного самообучения;

- воспитание убежденности в возможности познания законов Природы и использования достижений естественных наук и информационных технологий на благо развития человеческой цивилизации;     

- подготовка личности «информационного общества» с целью преодоления противоречия между значительным ростом информации и возможностью человека усвоить эту информацию.

Положенный в основу элективного курса учебный материал в сочетании с современной компьютерной техникой:

- позволяет создавать учебные комплексы, объединенные единым содержанием, методологией, согласованные друг с другом в методическом отношении;

- позволяет при необходимости индивидуализировать приобретение навыков в решении задач и построении алгоритмов;

- соответствует современным научным представлениям о средствах обучения и возрастным особенностям школьников;

- обеспечивает высокую научную организацию труда учителя и учащихся;

- обладает высокой степенью наглядности;

- поддерживает высокий уровень внимательности и активности школьников.

Распределение учебного времени при изучении материала курса

	№
	Содержание учебного материала
	Количество часов

	1
	Понятие «биометрия». Уровни внедрения количественного подхода в биологию. Кинетика биологических систем, ее аналогия с кинетикой механической. Типовые модели эволюции популяций, их анализ с помощью электронных таблиц (Лист 3). Решение задач 1, 2.
	3

	2
	Самостоятельная работа учащихся:
	7

	2.1
	Задача 3.
	1

	2.2
	Задача 4.
	1

	2.3
	Задача 5.
	1

	2.4
	Задача 6.
	1

	2.5
	Задача 7.
	1

	2.6
	Задача 8.
	1

	2.7
	Задача 9.
	1

	3
	Дифференциальные модели эволюции популяций. Решение задачи 10а (Листы 2, 4).
	1

	4
	Самостоятельная работа учащихся:
	2

	4.1
	Задача 10б.
	1

	4. 2
	Задача 11.
	1

	5
	Метод наименьших квадратов. Задача об испытаниях триода (Лист 1).
	1

	6
	Самостоятельная работа учащихся:
	3

	6. 1
	Задача 12.
	1

	6. 2
	Задача 13.
	1

	6. 3
	Задача 14.
	1

	7
	Задачи «медицинской» тематики. Самостоятельная работа учащихся:
	2

	7. 1
	Задача 15.
	1

	7. 2
	Задача 16.
	1

	8
	Задачи «селекционной» тематики. Самостоятельная работа учащихся:
	4

	
	Задача 17.
	1

	
	Задача 18.
	1

	
	Задача 19.
	1

	
	Задача 20.
	1

	9
	Понятие о «линейном программировании» («линейной оптимизации»). Задача о диете (Лист 5).
	1

	10
	Итоговые работы учащихся.
	10

	10. 1
	Задание 1.
	2

	10. 2
	Задание 2.
	2

	10. 3
	Задание 3.
	2

	10. 4
	Задание 4.
	2

	10. 5
	Задание 5.
	1

	10. 6
	Задание 6.
	1

	
	Итого:
	34


Содержание  учебного материала

Я верю, что листик травы не меньше поденщины звезд,

И что не хуже их муравей, и песчинка, и яйцо королька,

И что древесная жаба – шедевр, выше которого нет,

И что ежевика достойна быть украшеньем небесных гостиных,

И что малейший сустав моих пальцев посрамляет всякую машину,

И что корова, понуро жующая жвачку, превосходит любую статую,

И что мышь – это чудо, которое может одно сразить секстильоны неверных, 

И я могу каждый день в течение всей своей жизни смотреть на дочку фермера,

Которая кипятит свой железный чайник  и печет песочное печенье.

……………………………………………………………………………………….

Я думаю, я мог бы жить с животными, они так спокойны и замкнуты в себе,

Я стою и смотрю на них долго-долго.

Они не скорбят, не жалуются на свой злополучный удел,

Они не плачут бессонными ночами о своих грехах,

Они не изводят меня, обсуждая свой долг перед Богом, 

Разочарованных нет между ними, нет одержимых бессмысленной страстью к стяжанию,

Никто ни перед кем не преклоняет коленей, не чтит подобных себе, тех, что жили за тысячу лет,
И нет между ними почтенных, и нет на целой земле горемык.

Уолт Уитмен,

«Листья травы»

(перевод К. И. Чуковского)

Попытки установить связь между биологией и точными науками, основанными на мере и числе, предпринимались еще в античности. Однако, рождение дисциплины, названной новым термином «биометрия», относится к концу ХIX века. Этому во многом способствовали работы английских ученых Ф. Гальтона и К. Пирсона. Различают три уровня внедрения количественного подхода в биологию[7, с. 20]:
1. Описательный уровень, при котором язык  и технические средства аппарата точных наук используются для характеристики биологических объектов и процессов. Так, например, филлотаксис, изучающая расположение цветов и листьев вдоль оси растения, предполагает использование индексов, отображающих эту архитектуру. Раковины моллюсков могут характеризоваться углом логарифмической спирали, которому следует их развитие.
2. Объяснительный уровень, использующий не только количественный язык, но и объясняющий полученные результаты путем введения определенных гипотез на базе моделей, построенных с применением рекуррентных соотношений, дифференциальных и конечно-разностных уравнений.

3. Организационный уровень, предполагающий активное внедрение методов прогноза и планирования опытов для последующей обработки результатов с целью раскрытия структуры существенных характеристик избранных объектов. 

Появление количественного подхода в биологии совершенно естественно. Ранее он неизбежно появился в химии и физике, отражая тем самым их зрелость. Данный факт делает возможным построение кинетики биологических систем, аналогичной кинетике систем механических.
Кинетикой называется раздел механики, в котором изучаются равновесие и движение механических систем под действием приложенных к ним сил. В основу кинетики положены некоторые законы (аксиомы), являющиеся обобщением практической деятельности человека и проверяемые на опыте. Из этих законов логически выводятся различные положения механики, причем широко применяются математические методы
[8, с. 90-318]. В тех случаях, когда применение строгих методов математического анализа затруднено или оказывается невозможным, прибегают к численному методу, последовательные этапы цикла которого, в случае решения прямой задачи механики, схематически можно изобразить в виде[6, с. 69]:
начальные условия → проекции сил → проекции ускорения → проекции скорости → координаты → новые проекции силы → новые проекции ускорения и т. д.
Легко видеть, что данный цикл может быть записан в виде последовательности рекуррентных формул:

Fn = F(tn),

mn = m(tn),
an = 
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vn+1 = vn +. an .  Δt,

xn+1 = xn + vn . Δt,
tn+1 = tn + Δt,
где Δt – некоторый малый промежуток (шаг) времени.
Аналогичные формулы могут быть записаны и в случае математического описания поведения различных биологических систем. Рассмотрим данный вопрос подробнее.
Хорошо известно, что биологические системы обладают свойствами саморегуляции, то есть способностью перестраиваться в зависимости от внешних воздействий так, чтобы сохранился оптимальный уровень их функционирования. В результате этих процессов изменяются концентрации различных веществ, численность отдельных клеток, биомасса организмов и т. д. Изменения всех этих переменных величин во времени и составляют кинетику биологических процессов[9].В соответствующих кинетических моделях отражена динамика изменения концентраций различных составных элементов биологической системы, которая определяется скоростями отдельных элементарных реакций. Типичные кинетические задачи решаются с помощью дифференциальных уравнений, коэффициенты пропорциональности в которых определяются путем многолетних наблюдений. Ясно, что при большом числе переменных аналитические решения таких уравнений и их систем не только трудно получить, но по ним уже сложно выяснить зависимость кинетического поведения системы от параметров. К тому же, в биологических системах процессы, как правило, существенно нелинейны. В этом случае нахождение точных аналитических решений встречается с серьезными математическими трудностями и подчас вообще невозможно. Поэтому основной подход в современной кинетике биологических процессов заключается в отказе от поиска точных решений в пользу получения качественных характеристик динамического поведения системы, а также компьютерного моделирования с использованием соответствующих разностных уравнений. Однако такой подход дает хорошие результаты лишь при исследовании моделей , состоящих из небольшого числа, чаще всего из двух, уравнений. Поэтому для успешного анализа необходимо будет провести редукцию числа уравнений в исходной модели и сведения ее к модели, состоящей из небольшого числа уравнений, которые, тем не менее, отражают наиболее важные динамические свойства системы. Примером может служить так называемая система малой размерности[3, с. 516]: 
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(рост двух враждующих популяций).
 Уменьшение числа уравнений не может происходить произвольно, а должно починяться объективным законам и правилам. В противном случае мы рискуем потерять какие-либо существенные свойства объекта, что не только обеднит модель, но и сделает ее вообще неадекватной моделируемой биологической системе. Мы не будем приводить здесь все типы математических моделей, характер которых существенно зависит от свойств правых частей кинетических уравнений, поскольку сделать это практически невозможно, а рассмотрим наиболее важные биологические примеры, основным содержанием которых является исследование развития биосистем посредством построения динамических моделей изменения численности популяций различных живых существ (бактерий, рыб, животных и пр.) с учетом различных факторов. Взаимовлияние популяций рассматривается в моделях типа «хищник-жертва» [10, с. 267-270].    
Изучение динамики численности популяций естественно начать с простейшей модели неограниченного роста, в которой численность популяции ежегодно увеличивается на определенный процент. Математическую модель можно записать с помощью рекуррентной формулы, связывающей численность популяции следующего года с численностью популяции текущего года с использованием коэффициента роста а:

xn+1 = a . xn.
Например, если ежегодный прирост численности популяции составляет 5 %, то а = 1, 05.

В модели ограниченного роста учитывается эффект перенаселенности, связанный с нехваткой питания, болезнями и так далее, который замедляет рост популяции с увеличением ее численности. Введем коэффициент перенаселенности b, значение которого обычно существенно меньше а (а <<  b). Тогда коэффициент ежегодного увеличения численности равен (a – b . xn) и формула принимает вид:
xn+1 = (a – b . xn)  . xn.

В модели ограниченного роста с  отловом учитывается, что на численность популяций промысловых животных и рыб оказывает влияние величина ежегодного отлова. Если величина ежегодного отлова равна с, то формула принимает вид:
xn+1 = (a – b . xn)  . xn – c.
Популяции обычно существуют не изолированно, а во взаимодействии с другими популяциями. Наиболее важным типом такого взаимодействия является взаимодействие между жертвами и хищниками (например, караси – щуки, зайцы – волки и так далее). В модели «хищник - жертва» количество жертв xn и количество хищников yn связаны между собой. Количество встреч жертв с хищниками можно считать пропорциональным произведению количеств жертв и хищников, а коэффициент f характеризует возможность гибели жертвы при встрече с хищниками. В этом случае численность популяции ежегодно уменьшается на величину f . xn . yn и формула для расчета численности жертв принимает вид:

xn+1 = (a – b . xn)  . xn – c - f . xn . yn.
Численность популяции хищников в отсутствие жертв (в связи с отсутствием пищи) уменьшается, что можно описать рекуррентной формулой:

yn+1 = d . yn,
где значение коэффициента d < 1 характеризует скорость уменьшения численности популяции хищников.
Увеличение популяции хищников можно считать пропорциональной произведению собственно количеств жертв и хищников, а коэффициент е характеризует величину роста численности хищников за счет жертв. Тогда для численности хищников можно использовать формулу:
yn+1 = d . yn + e . xn . yn.
Построим в электронных таблицах компьютерную модель, позволяющую исследовать численность популяций с использованием различных моделей: неограниченного роста, ограниченного роста, ограниченного роста с отловом и «хищник-жертва». Для этого необходимо:

1. В ячейки В1 и В6 внести начальные значения численности популяций жертв и хищников.

В ячейки В2:В5 внести значения коэффициентов a, b, c и f, влияющих на изменение численности жертв.

В ячейки В7 и В8 внести значения коэффициентов d и e, влияющих на изменение численности хищников (Приложение 2).
В столбце D будем вычислять численность популяции в соответствии с моделью неограниченного роста, в столбце E – ограниченного роста, в столбце F – ограниченного роста с отловом, в столбцах G и H – «хищник – жертва».

2. В ячейки D1, E1, F1 и G1 внести значения начальной численности популяций жертв, в ячейку H1 – хищников.

В ячейку D2 внести рекуррентную формулу неограниченного роста = $B$2*D1.
В ячейку E2 внести рекуррентную формулу ограниченного роста = ($B$2-$B$3*E1)*E1.
В ячейку F2 внести рекуррентную формулу ограниченного роста с отловом = ($B$2-$B$3*F1)*F1-$B$4.
В ячейку G2 внести рекуррентную формулу изменения количества жертв = ($B$2-$B$3*G1)*G1-$B$4-$B$5*G1*H1.
В ячейку H2 внести рекуррентную формулу изменения количества хищников 
= $B$7*H1+$B$8*G1*H1.
3. Скопировать внесенные формулы в ячейки столбцов командой [Правка – Заполнить - Вниз].

В ячейках столбцов ознакомиться с динамикой изменения численности популяций (Приложение 2).
Для визуализации компьютерной модели построим графики изменения популяций с течением времени. Потребуется:

4. Выделить столбцы данных и построит диаграмму типа Точечная. Появятся графики изменения численности популяций в соответствии с моделями неограниченного роста, ограниченного роста, ограниченного роста с отловом, моделью «хищник – жертва» (Приложение 3).
Изменяя значения начальных численностей популяций, а также коэффициенты, можно получить различные варианты изменения численности популяций в зависимости от времени.
В рамках рассмотренных моделей возможна постановка и решение следующих задач
[10, с. 270, №№ 5.11, 5.12]:

1. Исследовать модель развития популяций и определить, через сколько лет произойдет удвоение численности популяции в модели неограниченного роста.

2. В модели ограниченного роста с отловом установить предельное значение величины отлова при заданных значениях коэффициентов а и b.  

Для самостоятельной работы учащимся могут быть предложены следующие задания:
3. «Математическая модель П. Лесли, 1948 г.» [2, с. 114-116] 
(см. также[1, с. 157, № № 795, 796]). Для описания происходящего со временем изменения численности популяции удобно рассматривать распределение популяции по возрастным группам (в первую группу попадают все особи в возрасте до года, во вторую – все те не попавшие в первую группу особи, возраст которых меньше двух лет и т. д.). Пусть в первую возрастную группу входит p1 особей, во вторую p2 – особей и т. д. Смертность весьма упрощенно можно учесть, положив, что все особи вымирают, находясь в n–й возрастной группе, где n – некоторое фиксированное натуральное число. Ясно, что общее число особей в популяции есть p1 + …+ pn. Для каждой возрастной группы имеется свой коэффициент рождаемости: если коэффициенты рождаемости для рассматриваемых возрастных групп соответственно равны b1,…, bn, то годовой приплод, обусловленный присутствием в популяции i–й возрастной группы с численностью pi, есть bipi. Таким образом, годовой приплод во свей популяции есть b1p1 +…+ bnpn . В то же время, особи, принадлежащие i–й возрастной группе через год перейдут в (i + 1)-ю возрастную группу (i =1,…, n-1), а особи, принадлежащие n–й группе, вымрут в течение года. Поэтому через год распределение популяции по возрастным группам будет следующим: b1p1 +…+ bnpn,  p1,…, pn-1.  Модель становится значительно более точной в результате введения кроме коэффициентов рождаемости еще и коэффициентов выживания s1,…, sn (0 ≤ s < 1, i = 1,…, n); считается, что если в текущем году i -я возрастная группа имеет численность pi , то в будущем году (i+1)-я возрастная группа будет иметь численность, равную si pi (i =1,…, n-1). При этом sn=0 (мы по-прежнему считаем, что возраст особи не превосходит n лет). Годовой приплод за счет i–й группы в этом варианте модели по-прежнему считается равным bipi (i=1,…, n), а распределение популяции по возрастным группам через год – имеющим вид b1p1 +…+ bnpn, s1p1,…, sn-1 pn-1. Коэффициенты выживания, так же как и коэффициенты рождаемости, выводятся на основе многолетних наблюдений за популяциями данного вида (отмечено, например, что для ящериц характерна слабая зависимость от, т. е. выполняются приближенные равенства; убывание с возрастанием характерно для слонов, китов; максимум для серединных значений отмечаются у пингвинов; крайне малое значение для начальных значений наблюдается у некоторых видов рыб и т. д.).  Пусть известно p1,…, pn  – первоначально зарегистрированное распределение популяции по возрастным группам, а также b1,…, bn – коэффициенты рождаемости и s1,…, sn – коэффициенты выживания. Пусть дано натуральное число m. Требуется определить общую численность популяции через m лет. Будем считать, что n = 70 (такова, например, граница продолжительности жизни филина).  
4. [2, с. 117, № 256] (см. также [1, с. 158, № 797]). Дополняя модель изменения численности популяции, предположим, что когда численность популяции оказывается к концу года большей, чем некоторое число v, то из-за большой скученности начинается эпидемия, приводящая к понижению вдвое коэффициентов выживания в следующем году (если к концу следующего года численность не будет превосходить v, то коэффициенты выживания восстановятся). Считая, что даны v, m, p1, b1, s1, p2, b2, s2,…, вновь рассмотреть задачу расчета численности популяции через лет. 
5. [2, с. 117, № 254](см. также [1, с. 158, № 798]). Взаимное влияние некоторых двух конкурирующих видов на размер xn, yn их популяций в n–м году описывается системой

xn = 2xn-1 – yn-1
yn = - xn-1 + 2yn-1.

Пусть x0 = a, y0 = b (a ≠ b), где a и b – данные числа. Найти численность обеих популяций за все годы, предшествующие полному вымиранию одной из них.
6. [1, с. 158, № 799]. Даны натуральные числа n, a1,…, an , отражающие наблюдения за лесным муравейником. Вначале было отловлено 100 рабочих муравьев, все они были помечены и выпущены на волю. Далее, в течение n дней повторялось следующее: отлавливалось по 100 рабочих муравьев, подсчитывалось число помеченных среди них (ai - количество помеченных муравьев среди отловленных в  i-й день, i =1,…, n), помечались непомеченные муравьи, находящиеся в этой сотне, затем все 100 муравьев выпускались на волю. Требуется подсчитать приблизительно число рабочих муравьев в этом муравейнике.   
7. [1, с. 158, 159, № 800]. Эта задача является продолжением предыдущей. Через год наблюдения над муравейником были возобновлены. Вновь сначала было отловлено 100 рабочих муравьев и все они были помечены новой, отличимой от прошлогодней меткой и выпущены на волю. Затем в течение n дней повторялось следующее: отлавливалось по 100 рабочих муравьев, подсчитывалось число помеченных только прошлогодней меткой, только новой меткой и обеими метками (в i–й день фиксировались соответственно числа ai, bi и ci), затем помечались муравьи этой сотни, еще не помеченные меткой этого года и все 100 муравьев выпускались на волю. Требуется выдвинуть разумные гипотезы относительно числа рабочих муравьев в муравейнике в этом году, о количестве среди них новых рабочих муравьев и количестве прошлогодних. Исходные данные задачи: k, l, n, a1, b1, c1, a2, b2, c2,…, an, bn, cn, где k – число рабочих муравьев помеченных в прошлом году, l - предположительное общее число рабочих в прошлом году. Смысл остальных чисел разъяснен выше. 
8. [1, с. 156, № 792]. Если культура клеток в питательной среде растет, не подвергаясь внешним воздействиям, то прирост массы в течение (n+1)-го часа оказывается вдвое больше прироста в течение n–го часа. Однако в исследовательских целях к растущей массе по истечении каждого часа добавляется по 2 г культуры. Дано натуральное число k. Найти массу xk в конце k–го часа исследования, если первоначально было взято 3 г. (Исходя из предположения, что при отсутствии внешнего воздействия масса xn в конце n–го часа исследования удовлетворяет соотношению xn = α xn-1 (n = 1, 2,…) для некоторой постоянной величины α.)  
9. [1, с. 156, № 794]. Числа Фибоначчи получили название в честь итальянского математика XIII века Леонардо Фибоначчи, который ввел их для описания численности поколений животных (без учета смертности). Предполагается, что каждая пара животных некоторого вида приносит ежегодно приплод в одну пару животных (самку и самца), которые в свою очередь начинают давать приплод через два года после рождения. Если имеется одна пара новорожденных животных, то, как можно показать, по прошествии n лет будет иметься un+1 пар животных. Внести в эту модель уточнение, касающееся смертности. Считать, что продолжительность жизни животного:
а) 5 лет;

б) m лет, где m – данное натуральное число.
Вычислить количество пар животных, которое будет иметься по прошествии срока в n лет (n - данное натуральное число).
(Числа Фибоначчи – это члены последовательности u0, u1, u2,…, образованной по следующему закону u0=0; u1=1; ui=ui-1+ui-2, i=2, 3,…, т. е. члены последовательности 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8,… [2, с. 53].)
 Как было сказано выше, рекуррентные соотношения, описывающие изменения численности популяций, также могут быть получены как следствие анализа дифференциальных моделей в основу которых кладутся обыкновенные дифференциальные уравнения [2, с.228-243]. Следовательно, возможна постановка таких задач:
10. [2, с. 237, 238, № 502]. Дифференциальные уравнения часто применяются для описания процессов изменения численности популяций. Если зайцы обитают на большом пространстве, их не поедают хищники и корма им хватает, то прирост оказывается пропорциональным количеству зайцев в популяции. Изменение числа зайцев x(t) описывается уравнением:
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x

=kx (k > 0),

(число особей x и время t измеряются в подходящих для этого исследования единицах, например: зайцы исчисляются в сотнях, время – в годах). Если же пространство обитания не велико, то конкуренция из-за пищи вызывает уменьшение скорости прироста; процесс описывается более сложным уравнением:
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x

=(a - bx)x  (a > 0, b > 0)
 (вывод уравнения мы опускаем). Положим в обоих случаях, для простоты, коэффициенты k, a, b равными 1. это приведет к уравнениям
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x

= x и 
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x

=(1 - x)x . Отметим, что  в обоих случаях правая часть уравнения задается функцией, зависящей только от x.
а) Найти с помощью алгоритма Эйлера решение первого уравнения, беря x(0) = 0, 25, 
0 ≤ t ≤ 2, h = 0, 1.(Для этого уравнения  известно точное решение. При x(0) = 0, 25 этим решением будет x(t) = 0, 25 et. Сравнить значения функции 0, 25 et с результатами вычислений.)
б) Найти с помощью алгоритма Эйлера два решения второго уравнения, беря в первый раз x(0) = 0, 25, во второй - x(0) = 2; в обоих случаях 0 ≤ t ≤ 3, h = 0, 1. Построить графики полученных решений. (Из графиков должно быть видно, что численность популяции стремится к некоторому положению равновесия. Положение равновесия определяется имеющимся количеством корма). 

11. [2, с. 238, № 503]. В 20-х годах нашего столетия дифференциальные уравнения начали применяться в биологии для описания явлений межвидовой конкуренции. Примером является ситуация «хищник-жертва» - изменение численности популяций животных-хищников и животных-жертв (скажем, лис и зайцев). Уменьшение числа лис приводит к увеличению числа зайцев, но увеличение числа зайцев вызывает рост числа лис – возникают колебания численности той и другой популяции. Этот процесс описывается системой уравнений Лотки-Вольтерра 
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х

= - ax + bxy,
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y

= cx – dxy,

где x – число животных-хищников, y - число животных-жертв, a, b, c, d - положительные постоянные. (Правые части уравнений не зависят от t .) Положим для простоты a = b = c = d = 1 . Найти с помощью алгоритма Эйлера решение системы Лотки-Вольтерра, беря x(0) = 0, 25, y(0) =1, 0 ≤ t ≤ 24, h = 0, 3. Построить графики изменения популяций. 
Рассмотрим решение задачи 10 (решение задачи 11 аналогично). Заменим в уравнениях 
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x

=kx и 
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x

=(a - bx)x скорость изменения популяций 
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x

 конечной разностью первого порядка, заменив тем самым дифференциальные модели конечно-разностными:
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= (a - bxi)xi. Отсюда получим xi+1=xi(1+kh) и xi+1=xi(1+ (a - bxi)h). Дальнейший ход решения аналогичен описанному выше. Результаты расчетов представлены на рисунках 4а, б (Приложения 3, 4). 
Полезно также отметить следующее. Часто пытаются экспериментальные или статистические данные «уложить» в простую формулу[2, с. 139, 140, № 299]. Пусть, например, испытания триода показали, что при значениях напряжения между сеткой и катодом x1, x2,…, xn  анодный ток имеет величину y1, y2,…, yn. Допустим, что по этим результатам видно, что зависимость y от x близка к линейной зависимости вида y = kx + b. Ввиду погрешности эксперимента и других причин нельзя рассчитывать на то, что для каких-либо конкретных k и b будут с абсолютной точностью выполнены все n равенств yi = kxi + b (i=1, 2,…, n). Обычно берут k и b такими, что величина (y1-kx1-b)2+(y2-kx2-b)2+…+(yn-kxn-b)2 имеет наименьшее из возможных значений. Как показал Гаусс, выписанная сумма квадратов имеет наименьшее значение при следующих k и b:
k=
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где

A=x1+…+xn,

B=x12+…+xn2,

C=y1+…+yn,

D=x1y1+…+xnyn.

Этот алгоритм получения коэффициентов линейной зависимости называется алгоритмом наименьших квадратов. 
Пусть при экспериментальном исследовании зависимости величины y от величины x установлено, что для x = 1, 2, 3, 4, 5 значения y соответственно равны 4.5, 7, 9, 12, 13. На основе этого экспериментального материала надо вывести линейный закон зависимости y от x.  
Полное решение поставленной задачи приводится на рисунке 5 (Приложение 5). Процесс программирования расчетных формул и визуализации результатов вычислений аналогичен рассмотренному выше.
Аналогично могут быть поставлены задачи «биологической» тематики:

12.[1, с. 159, № 801]. «Зависимость веса от роста». Часто пытаются «уложить» некоторые экспериментальные или статистические  данные в некоторую простую формулу. Пусть, например, обследовано n взрослых людей с нормальным телосложением и измерен рост (в см) xi и вес (в кг) yi каждого из них. Можно пытаться на основании этих измерений получить формулу вида y = ax + b, выражающую вес y через рост x. Конечно, трудно рассчитывать на то, что для каких-либо конкретных a и b будут с абсолютной точностью выполнены все n равенств yi = axi + b (i=1, 2,…, n). Но нетрудно найти a и b такие, что величина f(a, b), равная (ax1+b-y1)2+(ax2+b-y2)2+…+( axn+b-yn)2, имеет наименьшее из возможных значений. Для выполнения этого условия достаточно, чтобы*)
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Последние равенства дают два линейных уравнения для определения a и b (это частный случай метода наименьших квадратов, принадлежащего Гауссу):

(x12+…+xn2)a + (x1+…+xn)b = x1y1+…+xnyn,
(x1+…+xn)a + nb = y1+…+yn.
Даны действительные числа  x1,…, xn, y1,…, yn . Получить указанные a и b.

По поводу этой задачи сделаем следующее замечание. Действительно, этим способом можно получить некоторые a и b; более того, считается, например, что для мужчин с нормальным телосложением a ≈ 1, b ≈ -100. Однако значительно более точную формулу можно, видимо, получить, используя не многочлен первой степени ax + b, а многочлен третьей степени ax3 + bx2 + cx + d (ср. с задачей 793б). Этот многочлен тоже можно искать методом наименьших квадратов.
*) Пусть g(t1,…, tk) – функция указанных действительных переменных, ∂g/∂ti - это частная производная g по ti, т. е. результат дифференцирования g по ti , при котором все величины, кроме ti, считаются постоянными.
13.[1, с. 156, № 791]. В процессе лечебного голодания вес пациента за 30 дней снизился с 96 до 70 кг. Было установлено, что ежедневные потери веса пропорциональны весу тела. Вычислить, чему был равен вес пациента через к дней после начала голодания для к=1, 2,…, 29. 
14.[1, с. 156, № 793]. В одном большом стаде, состоящем из животных одного возраста и пола, рост животных, измеренный в сантиметрах, колеблется от k до l (данные натуральные числа).

а) Пусть m и n – данные натуральные числа такие, что k ≤ m < n ≤ l. Каких животных в стаде больше – с ростом, близким к m см, или с ростом, близким к n см?

б) Если r – количество пищи, потребляемое в сутки животным с ростом k, то каково примерное количество пищи, потребляемое в сутки животным с ростом l? Если s – количество шерсти, состригаемой ежегодно с животного с ростом k, то сколько приблизительно шерсти можно ежегодно состригать с  животного с ростом l? (Предполагается, что густота и длина шерсти не зависят от роста.)   
Отдельную группу могут составлять задачи «медицинской» и «селекционной» тематики, принципы расчета которых аналогичны рассмотренным выше:
15.[1, с. 155, № 789]. «Контакты первого и второго порядка в эпидемиологии». Предположим, что k человек заболели инфекционной болезнью. Вторую группу из l человек опросили с целью выяснения, кто из них имел контакт с больными. Затем опросили третью группу из m человек, чтобы выяснить контакт с кем-нибудь из l человек второй группы. Результаты первого опроса записаны в виде матрицы [aij] i=1,…, k; j=1,…, l так, что aij=1, если j–й человек второй группы находился в контакте с i–м больным из первой группы, и aij=0 в противном случае. Аналогично определена матрица [bij] i=1,…, k; j=1,…, m, bij=1 если j–й человек третьей группы находился в контакте с i–м человеком из второй группы и bij=0 в противном случае. Эти две матрицы описывают схему контактов первого порядка между группами. Могут представлять интерес непрямые контакты, или, иначе говоря, контакты второго порядка между людьми третьей группы и больными первой группы. Исходя из двух упомянутых матриц, получить матрицу [cij] i=1,…, k; j=1,…, m контактов второго порядка.  
16. [1, с. 155, 156, № 790]. Реакция организма на лекарство через n часов после инъекции выражается показателем rn, измеряемым в подходящих единицах. Экспериментально установлено, что для лекарственных препаратов некоторой группы показатель реакции есть rn=αrn-1+0,4n, где r0=1, а α – меньшее единицы данное положительное число, характеризующее конкретный препарат группы. Определить, через сколько часов наступает максимальная реакция на введение препарата. После скольких часов реакция понизится ниже 50 % первоначального уровня r0?

17. [1, с. 154, № 785]. У кроликов черная окраска (определяемая аллелем В) доминирует над белой (определяемой аллелем в). Даны сочетания аллелей В и в в генотипах кроликов родителей, каждое из сочетаний – это ВВ, Вв или вв. Используя законы Менделя, перечислить возможности для сочетаний аллелей В и в в генотипе потомка первого поколения (F1) этой пары. Вместе с каждым возможным сочетанием указать окраску потомка.
18. [1, с. 154, № 786]. Каждый из двух подвергнутых скрещиванию сортов гороха имел либо желтые, либо зеленые семядоли. Известно, что желтая окраска семядолей (аллельR) доминирует над зеленой (аллель r). Среди растений F1 (см. предыдущую задачу) имелось n с желтыми семядолями и m с зелеными (n≥0, m≥0). Используя законы Менделя, перечислить наиболее вероятные возможности сочетаний аллелей R и r в генотипах родителей.
19. [1, с. 154, № 787]. Вернемся к сортам гороха с желтыми (аллель R) и зелеными (аллель r) семядолями (см. предыдущую задачу). Были подвергнуты скрещиванию два растения, одно из которых имело зеленые семядоли. В результате скрещивания получили m растений F1 (см. задачу 785) с желтыми семядолями и n – с зелеными (n≥0, m≥0). Используя законы Менделя, указать наиболее вероятное сочетанное аллелей R и r в генотипе второго родителя и в генотипах каждого из растений F1.
20. [1, с. 155, № 788]. Два сорта пшеницы различаются устойчивостью к определенному пестициду (ядохимикату). Делается предположение, что в гетерозиготном растении проявляет свое действие только один аллель – устойчивости или неустойчивости к данному пестициду, т. е. имеет место явление доминирования. Взяты два растения – одно устойчивое, другое неустойчивое. В результате скрещивания этих растений появилось несколько устойчивых растений F1 и несколько неустойчивых. Проведены также возвратные скрещивания исходных растений с двумя растениями F1, из которых одно было устойчивым к пестициду, а другое – нет. Результаты этих четырех возвратных скрещиваний известны и записаны четырьмя парами неотрицательных целых чисел (первое число пары указывает количество растений, устойчивых к пестициду, второе – неустойчивых). Подтверждают ли результаты проведенных опытов гипотезу о доминировании? Если да, то какой из признаков (устойчивость или неустойчивость) является доминирующим?
Полезно также рассмотреть пример задачи, в которой требуется найти экстремальное (наименьшее или наибольшее) значение линейной функции F = a1x1 + a2x2 +…+ anxn нескольких неотрицательных переменных x1, x2,…, xn при условии, что эти переменные удовлетворяют заданной системе линейных уравнений или неравенств. Математическая дисциплина, изучающая эти вопросы, называется «линейным программированием» или «линейной оптимизацией» [4, с. 70-73; 3, с. 335-343].
21. [4, с. 74, № 10]. «Задача о диете». Диета должна обеспечивать ежесуточную потребность организма не менее чем в 36, 40 и 12 единицах некоторых микроэлементов М1, М2 и М3 соответственно. Для удовлетворения этой потребности решено использовать два вида продуктов П1 и П2. содеожание микроэлементов М1, М2 и М3 в этих продуктах (в 1 г) дано в таблице:

	
	М1
	М2
	М3

	П1
	6
	10
	6

	П2
	18
	10
	2


Известно, что стоимость 5 г продукта П1 равна стоимости 8 г продукта П2. определить, какое количество продукта П1 и продукта П2 нужно использовать, чтобы удовлетворялась ежесуточная потребность организма в микроэлементах и чтобы общая стоимость питания была минимальна.
Решение. Рассматриваемую задачу можно сформулировать следующим образом: найти неотрицательные числа П1 и П2, для которых функция F=F(П1, П2) = 5П1+8П2 имеет наименьшее значение при условиях:
6П1+18П2 ≥ 36, 10П1+10П2 ≥ 40, 6П1+2П2 ≥ 12.

Будем искать решение задачи путем создания и исследования компьютерной модели в электронных таблицах Microsoft Excel[10, с. 276, 277]. Для этого необходимо:
1. Ячейки В2 и С2 выделить для хранения значений параметров П1 и П2.

В ячейку В4 ввести формулу вычисления целевой функции: = 5*B2+8*C2
В ячейку В7 ввести формулу вычисления содержания М1: = 6*B2+18*C2
В ячейку В8 ввести формулу вычисления содержания М2:  =10*B2+10*C2
В ячейку В9 ввести формулу вычисления содержания М3: = 6*B2+2*C2
Для поиска оптимального набора значений параметров, который соответствует минимальному значению целевой функции, следует воспользоваться надстройкой электронных таблиц Поиск решения.
2. Для активизации надстройки ввести команду [Сервис - Надстройки…]. На диалоговой панели установить флажок перед элементом списка Поиск решения.

3. Ввести команду [Сервис – Поиск решения…]. На появившейся диалоговой панели поиск решения установить:

- адрес целевой ячейки;

- вариант оптимизации значения целевой ячейки (максимизация, минимизация или подбор значения);

- адреса ячеек, значения которых изменяются в процессе поиска решения (в которых хранятся  значения параметров);
- ограничения (типа «≥»).

4. Щелкнуть по кнопке Выполнить. В ячейке целевой функции появится значение 23, а в ячейках параметров – значения 3 и 1 (Приложение 6).
Резюмируем и дополним сказанное. Введение в биологию измерений со всеми вытекающими последствиями неизбежно требует обращения к физике, химии, математике и информатике. Живые существа являются высокоорганизованными системами, как на молекулярном уровне, так и на уровне экосистем. Поэтому, вполне естественно утверждать, что основная цель биометрии заключается в изучении теории и практики этой организации во всей ее сложности и гибкости, в ее действии и эволюции. И если первый этап биометрии заключается в том, чтобы определить такие факторы, как вес, рост, количество и т. п., то второй – заинтересоваться соотношениями: больше чем…, более изменчив чем…, больше напоминает…, более чувствителен к…, и т. д., и, наконец, третий – углубиться в раскрытие структуры существенных характеристик избранных объектов. Иначе говоря, если биологический объект может быть описан n – характеристиками, то тогда его можно представить как точку в n –мерном пространстве, в котором множество таких объектов образует облако из данных точек. И в этом многомерном пространстве ставятся следующие вопросы:
- Каким образом эти объекты связаны между собой?

- Насколько они различны?

- Насколько сложна их совокупность?

- Насколько она стабильна на том уровне, на котором к ним подходят?

Итогом работы учащихся по данному курсу может стать выполнение практических заданий примерно следующего содержания:
Задание 1. [5, с. 185]. Внутривидовая конкуренция в популяции с дискретным размножением.
Для популяций с дискретным размножением (некоторые виды растений, насекомых и т. д.) поколения четко разнесены во времени и особи разных поколений не сосуществуют.  Численность такой популяции можно характеризовать числом Nt и считать t величиной дискретной – номером популяции.
Одна из моделей внутривидовой конкуренции в этом случае выражается уравнением
N t+1 = 
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Здесь R – скорость воспроизводства популяции в отсутствии внутривидовой конкуренции (математически это соответствует случаю а = 0). Тогда уравнение определяет просто изменение численности популяции по закону геометрической прогрессии: Nt = N0Rt , где N0 – начальная численность популяции.

Знаменатель в уравнении отражает наличие конкуренции, делающей скорость роста тем меньше, чем больше численность популяции; a и b – параметры модели.

В рамках данной модели может быть поставлена задача следующего содержания
[5, с. 185, 186,  № 43]: «Изучить характер эволюции популяции, описываемый рассматриваемой моделью, при значении параметра b =1, в зависимости от значения параметра а».
Решая эту задачу, в качестве исходных параметров следует принять:

- R - скорость воспроизводства;

- N0 - начальная численность популяции;

- a - параметр, характеризующий интенсивность внутривидовой конкуренции.

Характерная черта эволюции при b=1 – выход численности популяции на стационарное значение при любых значениях других параметров. Однако в Природе так бывает не всегда, и более общая модель при b≠1 отражает другие, более сложные, но реально существующие, виды эволюции. Этих видов модель описывает четыре[5, с. 186]:
1) монотонное установление стационарной численности популяции;

2) колебательное установление стационарной численности популяции;

3) устойчивые предельные циклы изменения численности популяции;
4) случайные изменения численности популяции без наличия явных закономерностей.

С учетом сказанного, возможна постановка и решение следующих задач
[5, с. 186, № № 44, 45]:

1. Провести моделирование при следующих значениях параметров:
1)R=2 (реализуется режим 1);

2)R=2 (реализуется режим 2);

3)R=4 (реализуется режим 3);

4)R=4 (реализуется режим 4)

(N0 и а произвольны) и изучить вид типичных режимов.

2. На фазовой плоскости (b, R) найти границы зон, разделяющих разные режимы эволюции изучаемой системы.

Задание 2. [5, с. 186, 187]. Внутривидовая конкуренция в популяции с непрерывным размножением.

В этом случае численность популяции есть непрерывная функция времени. Вводя малый шаг по времени Δt, рассмотрим скорость изменения численности популяции ΔN/Δt.
Одна из классических задач моделей внутривидовой конкуренции (так называемая логистическая модель) исходит из следующих представлений. В начале эволюции, когда численность популяции еще невелика, удельная скорость роста не зависит от численности: 
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Затем, с ростом численности, скорость роста начинает уменьшаться и при некотором критическом значении численности популяции К обращается в ноль.

Соответствующая математическая модель имеет вид[5, с. 187]:
Ni+1 = Ni + rNi(
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Исходные параметры:

- r - скорость роста численности популяции в отсутствии конкуренции;

- K - предельное значение численности популяции, при котором скорость роста становится равной нулю;

- N0 - начальная численность популяции.

К модели ставятся задачи[5, с. 187, №№ 46, 47]:
1. Провести моделирование численности популяции при нескольких значениях входящих в модель параметров.
2. Построить (или найти в литературе) альтернативную модель внутривидовой конкуренции и исследовать предсказываемые ею режимы.

Задание 3. [5, с. 187, 188]. Межвидовая конкуренция. 
В этом случае исследуется конкуренция популяций, потребляющих общий ресурс. Пусть N1 и N2 – численности конкурирующих популяций. Модель (называемая также моделью Лотки – Вольтера) выражается уравнениями[5, с. 187]:
N1(i+1) = N1(i) + r1N1(i)
[image: image23.wmf]1

)

(

2

12

)

(

1

1

K

N

N

K

i

i

a

-

-

Δt,
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Содержательный смысл параметров можно понять из сравнения с предыдущей моделью. Дополнительные параметры α12 и α21 отражают интенсивность межвидовой конкуренции.

Главный вопрос, который интересует исследователя межвидовой конкуренции, - при каких условиях увеличивается или уменьшается численность каждого вида? Данная модель предсказывает следующие режимы эволюции взаимодействующих популяций: устойчивое сосуществование или полное вытеснение одной из них.
Задачи к модели[5, с.188, №№ 48, 49]:
1. Провести моделирование межвидовой конкуренции при значениях параметров r1=2, r2=4, K1=200, K2=180, N2(0)=25, α12=0, 5, α21=0, 65.
2. Построить в фазовой плоскости (N1(0), N2(0)) границы зон, разделяющих различные режимы эволюции конкурирующих популяций. Остальные параметры модели выбрать произвольно. Учесть при этом, что режим устойчивого сосуществования популяций может в принципе реализоваться только при α12α21<1 .
Задание 4. [5, с. 188, 189]. Система «хищник – жертва».
В системе «хищник – жертва» ситуация значительно отличается от предыдущей. В частности, если в случае конкурирующих популяций исчезновение одной означает выигрыш для другой (дополнительные ресурсы), то исчезновение жертвы влечет за собой и исчезновение хищника, для которого в идеализированной модели жертва является единственным кормом.

Обозначим через C численность популяции хищника и через N –популяции жертвы. Одна из известных моделей выражается следующими уравнениями[5, с.188]:
Ni+1=Ni + (rNi – aCiNi)Δt,

Ci+1=Ci + (faCiNi – qCi)Δt.
В первое уравнение заложен следующий смысл. В отсутствии хищников (т. е. при C=0) численность жертв быстро растет со скоростью, т. к. модель не учитывает внутривидовой конкуренции. Скорость роста числа жертв (т. е. ΔN/Δt ) уменьшается тем больше, чем чаще происходят встречи представителей видов; а – коэффициент эффективности поиска.
Второе уравнение говорит о следующем. В отсутствии жертв численность хищников быстро убывает со скоростью q; положительное слагаемое b в правой части уравнения компенсирует эту убыль; f -  коэффициент эффективности перехода пищи в потомство хищников. 
Задачи [5, с.189, №№ 50, 51]:

1. Провести моделирование динамики в системе «хищник – жертва» при значениях параметров r=5, a=0, 1, q=2, f=0, 6, N0=150, C0=50. Объяснить полученные результаты.
2. Рассматриваемая модель предсказывает сопряженные колебания численности жертв и хищников. Исследовать зависимость запаздывания амплитуд колебаний численности хищников от амплитуд колебаний численности жертв в зависимости от:

1) параметра а;
2) параметра f (значения остальных параметров фиксировать по усмотрению).
Заметим, что в последней модели встреча животных хищников и животных жертв достоверно непредсказуема и носит случайный характер. Из теории эволюции следует, что случайность проявляет себя как конструктивный, позитивный фактор. В частности, естественный отбор реализуется методом проб и ошибок, отбирая в процессе развития особи с наиболее целесообразными свойствами организма. Далее случайность проявляется во множественности результатов, обеспечивая гибкость реакции популяции на изменения внешней среды. С учетом сказанного возможна постановка очередного задания.
Задание 5. [5, с.200, № 65]. Разработать имитационную модель системы «хищник – жертва» по следующей схеме.
«Остров» размером 20 х 20 заселен дикими кроликами, волками и волчицами. Имеется по несколько представителей каждого вида. Кролики довольно глупы: в каждый момент времени они с одинаковой вероятностью 1/9 передвигаются в один из восьми соседних квадратов (за исключением участков, ограниченных береговой линией) или просто сидят неподвижно. Каждый кролик с вероятностью 0, 2 превращается в двух кроликов. Каждая волчица передвигается случайным образом, пока в одном из соседних восьми квадратов не окажется кролик, за которым она охотится. Если волчица и кролик оказываются в одном квадрате, волчица съедает кролика и получает одно очко. В противном случае она теряет 0, 1 очка.

Волки и волчицы с нулевым количеством очков умирают.

В начальный момент времени все волки и волчицы имеют 1 очко.

Волк ведет себя подобно волчице до тех пор, пока в соседних квадратах не исчезнут все кролики; тогда, если волчица находится в одном из восьми близлежащих квадратов, волк гонится за ней.

Если волк и волчица окажутся в одном квадрате и там нет кролика, которого нужно съесть, они производят потомство случайного пола.

Пронаблюдать за изменением популяции в течение некоторого периода времени. Проследить, как сказываются на эволюции популяций изменения параметров модели.
Задание 6. [5, с.200, № 64]. Промоделируйте процесс распространения инфекции стригущего лишая по участку кожи размером n x n (n - нечетное) клеток.
Предполагается, что исходной зараженной клеткой кожи является центральная. В каждый интервал времени пораженная инфекцией клетка может с вероятностью 0, 5 заразить любую из соседних здоровых клеток. По прошествии шести единиц времени зараженная клетка становится невосприимчивой к инфекции, возникший иммунитет действует в течение последующих четырех единиц времени, а затем клетка оказывается здоровой. В ходе моделирования описанного процесса выдавать текущее состояние моделируемого участка кожи в каждом интервале времени, отмечая зараженные, невосприимчивые к инфекции и здоровые клетки.
Проследить, как сказываются на результатах моделирования изменение размеров поля и вероятность заражения.
Заметим, что в последней задаче переменные в биологических системах изменяются не только во времени, но и в пространстве. Соответствующие модели называются распределенными, тогда как все предшествующие – точечными, поскольку в них предполагается, что в различных точках биологической системы процессы протекают одинаково и переменные величины зависят только от времени. Отметим также, что различные типы поведения активных распределенных систем могут быть описаны нелинейными дифференциальными уравнениями в частных производных, из которых можно получить характеристики различных динамических режимов и выяснить условия и значения параметров, при которых они реализуются, т. е. решить основную задачу биометрии сложных систем.
Система оценивания знаний и умений учащихся 
при выполнении практических заданий курса
Для полного решения задачи учащемуся необходимо:
· Построить дискретную модель явления или процесса(1);

· Построить вычислительный алгоритм задачи(1);

· Составить комплекс необходимых программ(1);

· Провести требуемые расчеты(1);

· Выполнить анализ и отображение результатов(2);

(Символ (1) – показатель уровня знаний и умений, удовлетворяющих стандарту по уровню требований.
Символ (2) – показатель уровня знаний и умений, удовлетворяющий стандарту по уровню предъявлений.)
Критерии оценки знаний и умений учащихся:
· Оценка «зачтено» («удовлетворительно») выставляется, если учащийся владеет знаниями и умениями в объеме 100 % содержания, соответствующего уровню требований по показателю (1);

· Оценка «не зачтено» («не удовлетворительно») выставляется, если учащийся не владеет знаниями и умениями в объеме оценки «зачтено»;
· Оценка «хорошо» выставляется, если объем знаний и умений учащегося составляет 80-95 % содержания, соответствующего уровню по показателю (2);

· Оценка «отлично» выставляется, если учащийся владеет знаниями и умениями в объеме, превышающем 95 % содержания, соответствующего уровня по показателю (2).
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