Приложение 2. 

«Использование свойств функций при решении уравнений и неравенств»

Метод
Теоретическое обоснование, суть метода
Примеры 

1
Исследование области определения (ОДЗ) функций, входящих в уравнение или неравенство функций.


Иногда знание ОДЗ позволяет доказать, что уравнение (или неравенство) не имеет решений, а иногда позволяет найти решения уравнения (или неравенства) непосредственной подстановкой из ОДЗ.
Пример 1. Решите уравнение 
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Решение. Заметим, что 
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Ответ: нет корней.

Пример 2. Решите неравенство 
[image: image6.wmf]4
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Решение. ОДЗ неравенства есть все х, удовлетворяющие условию 
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. Ясно, что х=1 не является решением неравенства. Для х из промежутка
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являются решениями исходного неравенства.
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Пример 3. Решите неравенство 
[image: image13.wmf](
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Решение. Найдём область определения функции 
[image: image14.wmf](
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Получим: 
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Итак, область определения f(x) состоит всего из двух чисел: 2 и 3.

Осталось выполнить проверку:

1) х=3, тогда 
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, что неверно. Следовательно, число 3 не является решением неравенства;

2) х=2, тогда 
[image: image17.wmf]0
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Ответ: 2.

2
Свойство ограниченности
    При решении уравнений и неравенств свойство ограниченности снизу или сверху функции на некотором множестве часто играет определяющую роль.

Теорема 1: Если 
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Пример 4. Решите уравнение 
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Решение. Перепишем уравнение в виде: 
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Поскольку 
[image: image21.wmf](

)

(

)

5

9

1

5

4

1

3

2

2

³

+

+

+

+

+

х

х

 и 
[image: image22.wmf]5

)

1

(

5

2

£

+

-

х

, следовательно, данное уравнение равносильно системе 
[image: image23.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

-

=

+

+

+

+

+

,

5

)

1

(

5

,

5

9

)

1

(

5

4

)

1

(

3

2

2

2

х

х

х



EMBED Equation.3[image: image24.wmf]Û
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EMBED Equation.3[image: image26.wmf]Û
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EMBED Equation.3[image: image28.wmf].
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Ответ: -1.

Пример 5. Решите уравнение 
[image: image29.wmf]).
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Решение. Заметим, что 
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 Следовательно, неравенство может быть выполнено только при условии, что  
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, а это достигается при 
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Ответ: нет решений.


1) 
Следствие теоремы 1: Если для любого 
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, где А – некоторое число, то на множестве М уравнение
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решений не имеют.

       Роль числа А часто играет нуль, в этом случае говорят о сохранении знака функций f(x) и g(x) на множестве М.
Пример 6. Решите уравнение 
[image: image39.wmf]2
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Решение. 1. Заметим, что 
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. Воспользуемся этим неравенством для левой части уравнения: 
[image: image41.wmf]4
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2. В правой части уравнения получим: 
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Ответ: нет корней..



Метод оценок. Признаком применения этого метода является наличие в уравнении функций разной природы.
Пример7. Решите уравнение 
[image: image44.wmf].
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Решение. Заметим, что 
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 Следовательно, 
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1

1

2

,

0

)

1

sin(

2

,

2

)

1

(

sin

2

2

2

)

1

(

sin

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

=

Û

î

í

ì

=

-

=

-

Û

ï

î

ï

í

ì

=

-

+

Û

=

-

+

=

-

-

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x


Ответ: 1.

Пример8. Решите уравнение 
[image: image48.wmf].
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Решение. Так как 
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Из первого уравнения системы получим, что 
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 - иррациональное число, то равенство возможно, только если п = к = 0. Поэтому единственным решением исходного уравнения является х=0.

Ответ: 0.

3
Свойство монотонности
Свойства монотонных функций:

Теорема 2: Пусть
[image: image57.wmf])
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 - функция, возрастающая (убывающая) на некотором промежутке I. Тогда уравнение f(x)=a имеет на промежутке I не более одного корня.

Теорема 3: Пусть y=f(x) – функция, возрастающая на некотором промежутке I, а y=g(x) – функция, убывающая на этом промежутке. Тогда уравнение f(x)=g(x) имеет на промежутке I не более одного корня.
Пример 9. Решите уравнение 
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Решение. Функция 
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  так же является возрастающей функцией на своей области определения. Следовательно, уравнение 
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Ответ: 1.
Пример 10. Решите неравенство 
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Решение. Стандартный прием решения - возвести в квадрат (при условии 
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Функция
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Ответ: 
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Пример 11. Решите неравенство 
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Решение. Левая часть неравенства представляет собой монотонно убывающую на отрезке 
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[image: image81.wmf]2

1

=

x

 - корень этого уравнения, поэтому решением неравенства
[image: image82.wmf]4

3

)

(

p

£

x

f

 является отрезок 
[image: image83.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

3

1

;

2

1

.

Ответ:
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