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ПРИЛОЖЕНИЕ 1


Задания  В9:

1. Вычисление производной (геометрический смысл)
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- производная функции в точке 
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x


      Функцию, имеющую производную в точке 
[image: image3.wmf]0
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, называют дифференцируемой в этой точке.  Нахождение производной данной функции  f  называется дифференцированием.
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- определение производной функции в точке х
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  (α – угол наклона касательной к оси Ох)  - геометрический смысл.                                         
Касательная есть предельное положение секущей при Δ х→0.

I. Геометрический смысл производной
	k=
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           Существование производной функции  f  в точке 
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 эквивалентно существованию (невертикальной) касательной в точке (
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; f(
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)) графика, при этом угловой коэффициент k касательной равен 
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	y = k x+b,
y = 
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-  уравнение касательной с угловым коэффициентом  
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При нахождении значения производной  функции f(x)   в точке хо:
          1) Определить угол, который образует касательная  с осью Ох (это угол, отсчитываемый                                                                                                                                                                                                                           против часовой   стрелки от положительного  направления оси до касательной).

          Угол может быть  острым, тупым или равным нулю, так как касательная параллельна оси Ох.

          Тангенс острого угла положителен, тупого – отрицателен, tg0=0.                                                                                                                                                    
    Поэтому производные функции в данной точке х
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)=0,  то есть      f'(х
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        2) Найдите значение tgα =
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или – tgα = - 
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 (ВС ׀׀ Оу, АС׀׀ Ох или АС лежит на Ох). 
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	       Точки  (вершины прямоугольного   треугольника)     на  рисунке  задания  В9 «подсказывают»,  какое целое число (легко подсчитать по клеткам) определяет  ВС и какое – АС.
       Точки на рисунках отмечены буквами А, В и С в ходе решения  задач. 



	В9. На рисунке изображены график функции y = f(x)  и касательная к нему в точке с абсциссой … . Найдите значение производной функции f(x)   в точке … .
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1) Знаки.         
                      В ответ: -        В ответ:+(не писать)        В ответ: 0
[image: image291.png]


2) Ориентироваться по точкам на касательной, чтобы в прямоугольном треугольнике длина
 катетов составляла целое число клеток.
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                         В ответ: -0,6            В ответ: 0,5              В ответ: 0
Пример1.
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В9. На рисунке изображен  график функции  y = f(x) 
    и касательная к этому графику, проведенная в точке     у
    с     абсциссой  4.  Найдите значение производной 

    функции f(x) в точке х
[image: image25.wmf]0

 = 4.

                                         Решение:
y = f(x)
                            f'(4) =  - 
[image: image26.wmf]АС
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В бланк ответов:  - 0,25


Пример 2.

	В9.  На рисунке изображен  график функции  y = f(x)

[image: image293.png]


  и касательная к этому графику, проведенная в                              у
  точке  с абсциссой  2.  Найдите значение

  производной  функции f(x) в точке х
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 = 2.



Решение:
y = f(x)  
                                                                                                              3   В
  f'(2) =  
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В бланк ответов: 0,8


Пример 3.
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 В9.  На рисунке изображен график функции  y = f(x)
у
и касательная к этому графику, проведенная в точке 
с     абсциссой х
[image: image31.wmf]0

.     Найдите значение производной 

   функции f(x) в точке х
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.                                                              y = f(x)

                                        Решение:
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В бланк ответов:  0
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Пример 4.

	В9.  На рисунке изображен  график функции  y = f(x).
                         у
       Прямая, проходящая через точку (7;1), касается 


        этого графика в точке с абсциссой 3.Найдите f'(3).                         

Решение:                                                 0
     4       х
                                        f'(3) = 
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В бланк ответов:  0,5
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        Достаточный признак возрастания функции:
Если 
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 в каждой точке интервала I, то функция возрастает на I.
       Достаточный признак убывания функции:

Если 
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 в каждой точке интервала I, то функция убывает на I.
Точки экстремума функции (критические точки):
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Необходимое условие экстремума:
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Если точка 
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 является точкой экстремума функции f и в этой точке существует производная 
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, то она равна нулю: 
Пример 5.
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В9. Функция 
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 определена на интервале (-5;6). На рисунке изображен график функции 
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. Найдите среди точек 
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 те точки, в которых производная функции 
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равна нулю. В ответ запишите количество найденных точек.                                                                                    
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Решение:
Три точки  
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  являются точками экстремума функции f и в этих  точках существует производная 
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                                                                            В бланк ответов:  3


Пример 6.

	В9. На рисунке изображен график функции 
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. Найдите среди точек 
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 те точки, в которых производная функции 
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 положительна. В ответ запишите количество найденных точек.     у                                                                                  
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Решение:

Если 
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 в каждой точке интервала I, то функция возрастает на I. Этот признак выполняется для  четырех точек: 
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В бланк ответов: 4


Пример 7.
	В9. На рисунке изображен график функции 
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. Найдите среди точек 
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 те точки, в которых производная функции 
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 отрицательна. В ответ запишите количество найденных точек.     у                                                                                  
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                                                                       Решение:                                      
Если 
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 в каждой точке интервала I, то функция убывает на I. Этот признак выполняется для  двух точек: 
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В бланк ответов:  2


Пример 8.

	В9. На рисунке изображен график функции 
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 и отмечены точки  -7, -3, 1, 7. В какой из этих точек значение производной наименьшее? В ответе укажите эту точку. 
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Решение:

         Если 
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 в каждой точке интервала I, то функция убывает на I. Этот признак выполняется для точек   1,    7.     Построение касательных в точках 0, 1, 7 позволяет увидеть, что 
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, т.е. значение производной наименьшее в точке 7.
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В бланк ответов:  7


Пример 9.
	В9. На рисунке изображен график функции 
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 и отмечены точки  -5, -3, 3, 7. В какой из этих точек значение производной наибольшее? В ответе укажите эту точку. 
                                                                   у
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Решение:

         Если 
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 в каждой точке интервала I, то функция возрастает на I. Этот признак выполняется для точек   -5,    3.     Построение касательных в точках -5,  3 позволяет увидеть, что 
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, т.е. значение производной наибольшее в точке 3.
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В бланк ответов:  3
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                                                   III 
- физический (механический) смысл производной:   

                          производная от координаты s(t) по времени есть скорость v(t).
Пример 10.
	В9. Материальная точка М начинает движение из точки А и движется по прямой на протяжении 15 секунд. График показывает, как менялось расстояние от точки А до точки М со временем. На оси абсцисс откладывается время t  в секундах, на оси ординат – расстояние s  в метрах.  Определите, сколько раз за время движения скорость точки М обращалась в нуль (начало и конец движения не учитывайте).
                                      s

    s=s(t)
                                                                                   t
                                                        0    1   2   3   4   5   6   7   8  9   10 11 12 13 14 15
Решение:
Производная от координаты s(t) по времени есть скорость v(t). Восемь точек  являются точками экстремума функции s и в этих  точках существует производная 
[image: image117.wmf]s
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, значит, в этих точках 
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Пример 11.
	В9. Материальная точка  движется вдоль прямой от начального до конечного положения. На рисунке изображен график ее движения. На оси абсцисс откладывается время   в секундах, на оси ординат – расстояние от начального положения точки (в метрах).  Найдите среднюю скорость движения точки. Ответ дайте в метрах в секунду.

Решение:

   у
  2
   0     2
              х
         Значение средней скорости стремится к некоторому вполне определенному значению, которое называют мгновенной скоростью. Производная от координаты   по времени  есть скорость. Мгновенная скорость может принимать как положительные, так и отрицательные значения и, конечно, значение 0. 
         На рисунке видно, что движение осуществляется непрерывно и плавно. Значит, в любой момент времени скорость есть отношение пройденного пути ко времени. Очевидно, что скорость на начальном промежутке времени положительна  - точка движется в положительном направлении, т.е. координата растет с течением времени, затем  точка остановится (
[image: image119.wmf]0
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),   на оставшемся промежутке времени скорость отрицательна, т.е. координата убывает.

         Значит,  средняя скорость движения точки равна 
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В бланк ответов:  1,8


Пример 12.
	В9. Материальная точка  движется прямолинейно по закону  
[image: image121.wmf]t

t

t

t

х

25

5

3

1

)

(

2

3

+

+

=

,  где х - расстояние от точки отсчета в метрах, t -  в секундах, измеренное с момента начала движения. В какой момент времени (в секундах) её скорость была равна 64 м/с?                                                             
Решение:
       Производная от координаты  х(t) по времени есть скорость v(t), т.е. 

v(t)= 
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       По  условию  задачи  найти  t  при v(t) = 64 м/с. Составим уравнение:
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= 64,          t + 5 = 
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±

,           t + 5 = 
[image: image125.wmf]8
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,        t1 = -13,            t2 = 3.

       По  смыслу  задачи   t > 0. Значит, при t = 3  скорость материальной точки была равна 64 м/с.
В бланк ответов:  3


         Правила вычисления и таблица производных дана в разделе «Задания В15: исследование функций с помощью производной (точки экстремума, наибольшее (наименьшее) значения функции)» (стр.104).
IV
	y = 
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 – уравнение прямой  с угловым коэффициентом  
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Пример 13.

	В9. На рисунке изображен график функции y = f(x)  и касательная к этому графику, проведенная  в точке
[image: image128.wmf]0

x

. Уравнение касательной дано на рисунке. Найдите значение производной функции y = 2f(x) – 1  в точке
[image: image129.wmf]0
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.
                                                                          У

y = f(x)  

у = 1,5х + 3,5

х

              0  
[image: image130.wmf]0
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Решение:

1)   у = 1,5х + 3,5 – уравнение касательной  к графику  функции y = f(x) →   
→ 
[image: image131.wmf])
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= 1,5 – значение производной функции y = f(x) в точке 
[image: image132.wmf]0
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.   
2)   y = 2f(x) – 1   →   2
[image: image133.wmf])
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= 2∙1,5 = 3 – значение производной функции y = 2f(x) – 1   в точке 
[image: image134.wmf]0
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.
В бланк ответов:  3


Пример 14.
	В9. Функция 
[image: image135.wmf])

(

x

f

у

=

 определена на интервале (-3;5). На рисунке изображен график ее производной. Определите, сколько существует касательных к графику функции
[image: image136.wmf])
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, которые параллельны прямой у = 5х – 6 или совпадают с ней.                                                                                    

у
                                                                                          у = 
[image: image137.wmf])
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Решение:

1)   у = 5х - 6 – уравнение прямой, с которой совпадают или параллельны  ей касательные  к графику  функции y = f(x) →   

→ 
[image: image138.wmf])
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= 5 – значение производной функции y = f(x) в точке 
[image: image139.wmf]0
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.   
2)   На графике этому значению производной, т.е.   у = 
[image: image140.wmf])
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=5,   соответствуют три значения  х.  Следовательно, существуют три касательных к графику функции
[image: image141.wmf])
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, которые параллельны прямой у = 5х – 6 или совпадают с ней.                                                                                    
                                            В бланк ответов: 3


V
Производная задана графиком
1) На тех промежутках, где график расположен выше оси абсцисс (т.е. производная положительная), функция возрастает.

2) На тех промежутках, где график расположен ниже оси абсцисс (т.е. производная отрицательная), функция убывает.

3) Точки, в которых график производной пересекает ось абсцисс (т.е. точки, в которых производная меняет знак), являются точками экстремума.
Пример 15.

	В9. На рисунке изображены график функции  
[image: image142.wmf])
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- производной функции 
[image: image143.wmf])
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, и восемь точек на оси абсцисс 
[image: image144.wmf]1
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,
[image: image145.wmf]2
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, 
[image: image146.wmf]3
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, …, 
[image: image147.wmf]8
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.  Сколько из этих точек принадлежат промежуткам возрастания функции  
[image: image148.wmf])
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                                                                       Решение:                                      

          На тех промежутках, где график расположен выше оси абсцисс (т.е. производная положительная), функция возрастает. Значит, промежуткам возрастания функции  
[image: image155.wmf])
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 принадлежат  пять точек: 
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В бланк ответов:  5


Пример 16.

	В9. На рисунке изображены график функции  
[image: image161.wmf])
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- производной функции 
[image: image162.wmf])
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, и восемь точек на оси абсцисс 
[image: image163.wmf]1
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,
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, …, 
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.  Сколько из этих точек принадлежат промежуткам убывания  функции  
[image: image167.wmf])
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                                                                       Решение:                                      

         На тех промежутках, где график расположен ниже оси абсцисс (т.е. производная отрицательная), функция убывает. Значит, промежуткам убывания функции  
[image: image174.wmf])
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 принадлежат  три точки: 
[image: image175.wmf]2
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,
[image: image176.wmf]5

х

,
[image: image177.wmf]6
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.
В бланк ответов:  3


VI
Точки экстремума функции
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 Необходимое условие экстремума: если точка 
[image: image179.wmf]0
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 является  точкой экстремума функции f и в этой точке существует производная 
[image: image180.wmf]f

¢

, то она равна нулю:
	   В9. На рисунке изображен график производной  функции 
[image: image181.wmf])
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, определенной 
на интервале (-12;6). Найдите точку экстремума функции
[image: image182.wmf])
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 на отрезке   [-7;0].  

                                           
[image: image183.png]



Решение:

На графике  значению производной   у = 
[image: image184.wmf])
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=0  соответствует одно  значение х = -3.  
В бланк ответов: -3


Пример 17. 
Пример 18.   

	В9. На рисунке изображен график производной  функции 
[image: image185.wmf])

(

x

f

у

=

, определенной  

на интервале (-4;5). Найдите количество точек экстремума функции.
[image: image186.wmf])
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[image: image187.wmf])
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Решение:

На графике  значению производной   у = 
[image: image188.wmf])

(

x

f

¢

=0  соответствует два  значения  х.  
Следовательно,  всего две точки экстремума функции.
[image: image189.wmf])
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В бланк ответов:  2


VII
Признак максимума функции: если в точке
[image: image190.wmf]0

х

производная меняет знак с «+» на «-», то 
[image: image191.wmf]0

х

 есть точка максимума.

Признак минимума функции: если в точке
[image: image192.wmf]0

х

производная меняет знак с «-» на «+», то 
[image: image193.wmf]0

х

 есть точка минимума.
Пример 19.

	

у
В9. Функция 
[image: image194.wmf])
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f

определена на промежутке

 (-5;5).   На   рисунке   изображен   график   ее                                

производной   
[image: image195.wmf])
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.         Найдите        точку     

максимума 
[image: image196.wmf]0
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 функции 
[image: image197.wmf])
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 (в  которой    
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     функция    
[image: image199.wmf])
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  принимает        наибольшее                                                                
  значение).                   
                                      Решение:

Согласно   рисунку   на    промежутке    (-5;5)    -5         -1 0
          5           х     
производная      
[image: image200.wmf])
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         непрерывна.  На
промежутке   (-5;-1)     
[image: image201.wmf]Þ
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   функция                            

возрастает. На промежутке (-1;5)  
[image: image202.wmf]Þ
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функция       убывает.      В      точке    
[image: image203.wmf]0
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= -1  
производная   меняет   знак   с   «+»    на   «-»


[image: image204.wmf]-
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точка максимума.

Других точек, в которых производная меняет знак, нет, значит,  точка максимума 


[image: image205.wmf]0
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= -1,  в которой функция
[image: image206.wmf])
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 принимает наибольшее значение.

В бланк ответов: -1


Пример 20.
	В9. На рисунке изображен график производной  функции 
[image: image207.wmf])
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, определенной 
на интервале (-4;5). Найдите  точку максимума функции 
[image: image208.wmf])
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[image: image209.wmf])
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Решение:

На графике  производная   у = 
[image: image210.wmf])
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  меняет знак с «+» на «-» в точке -3, т.е. 
[image: image211.wmf]0
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= -3 есть точка максимума.
В бланк ответов: -3


	В9. На рисунке изображен график производной  функции 
[image: image212.wmf])
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, определенной на интервале (-4;5). Найдите  точку минимума функции.
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[image: image214.wmf])

(

x

f

¢


                                                                             «+»

х


         -4                  0 «-»              5       
Решение:

На графике  производная   у = 
[image: image215.wmf])
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  меняет знак с «-» на «+» в точке 0, т.е. 
[image: image216.wmf]0
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= 0 есть точка  минимума.
В бланк ответов:  0


Пример 21.  
2. Первообразная и интеграл

	
[image: image217.wmf]).
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            Функция F называется первообразной для функции f  на заданном промежутке, если для всех  х  из этого промежутка   
Основное свойство первообразной:

                                          
[image: image218.wmf]C
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 - общий вид первообразных для  f(x).

[image: image219.wmf])
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 - одна из первообразных 
[image: image220.wmf]I
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[image: image221.wmf]C

 - произвольная постоянная.

	Правила вычисления первообразных
	Таблица первообразных для некоторых функций

	1)  F(x) – первообразная для f(x),
     G(x) - первообразная для g(x)    
[image: image222.wmf]Þ

   
     F(x)+ G(x) –первообразная для
     f(x)+g(x).
2)  F(x) – первообразная для f(x)  и
      k  - постоянная  
[image: image223.wmf]Þ

 

     kF(x) – первообразная для k f(x).

3) Если F(x) – первообразная для  f(x)

     и  
[image: image224.wmf]0
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,  b  - постоянные  
[image: image225.wmf]Þ
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	Функция
	Общий вид первообразных для f(x)

	
	k(постоянная)
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[image: image229.wmf]x
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Операция интегрирования обратная операции дифференцирования.
Неопределенный интеграл
      Неопределенный интеграл – это общее выражение  F(x)+ С  для всех первообразных функций от данной функции   f(x):       
[image: image240.wmf]dx
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      Основное свойство:    
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      Основные правила интегрирования:   
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Определенный интеграл
      Интегралом от a до b  функции   f называется приращение первообразной F  этой функции, т.е.  
[image: image244.wmf])
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     Формула Ньютона-Лейбница:               
[image: image245.wmf]).
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	     Криволинейная трапеция – фигура, 
ограниченная графиком неотрицательной и непрерывной на отрезке [a;b]  функции f, отрезком оси  Ox  и отрезками прямых  x = a,  x=b. 

     Площадь криволинейной трапеции находится по формуле:
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x

f

a

F

b

F

S

b

a

тр

кр

ò

=

-

=

)

(

)

(

)

(

.

.


	               y


x=b


y=f(x)

                               x=a                  C

                               D    

                          A
B

       O            a                           b                x


Пример 22.
	В9. На рисунке изображен график первообразной  
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 некоторой  функции 
[image: image248.wmf])
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, определенной на интервале (-16; -2). Пользуясь  рисунком, определите количество решений уравнения   f(x) = 0  на отрезке [-14; -8].

                                                   у
Решение:

      На  рисунке  изображена  функция   
[image: image249.wmf])
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                                                                 На   отрезке   [-14; -8]   при  х = -9  и   х = -13     ее

                                                                 производная  
[image: image250.wmf])
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                                                                        Из определения первообразной  
[image: image251.wmf]).
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            о                                                   Значит,   х = -9  и   х = -13  -  решения   уравнения  

                                                                
[image: image252.wmf]0
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,   т.е. данное уравнение имеет 2 решения.
    
х                   В бланк ответов:  2
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Пример 23.  
	В9. На рисунке изображен график некоторой   функции 
[image: image253.wmf])
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. Пользуясь  рисунком, вычислите определенный интеграл  
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Решение:

По формуле  площади криволинейной трапеции 
[image: image256.wmf]dx
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Пользуясь рисунком, находим площадь данной трапеции через сумму площадей прямоугольника и прямоугольного треугольника:
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= 4∙(3-2) + 4(5-3)/2 = 4 + 4 = 8. 
Или  по формуле площади трапеции   
[image: image259.wmf].
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                                                                                     В бланк ответов: 8


Пример 24.                                                  
	В9. На рисунке изображен график некоторой   функции y = f(x). Одна из первообразных функции равна 
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Решение:

Используем формулу  площади криволинейной трапеции:             
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По условию 
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10

2

7

3

1

)

(

2

3

-

-

-

-

=

x

x

x

x

F

,         по рисунку  а = -5,  b = - 2.
 Тогда   
[image: image265.wmf]=

.

.

тр

кр

S


[image: image266.wmf]=

-

-

-

-

-

-

2

5

2

3

6

10

2

7

3

1

x

x

x


=
[image: image267.wmf]6

)

2

(

10

)

2

(

2

7

)

2

(

3

1

2

3

-

-

-

-

-

-

-

- 
[image: image268.wmf])

6

)

5

(

10

)

5

(

2

7

)

5

(

3

1

(

2

3

-

-

-

-

-

-

-

=

=
[image: image269.wmf]6

20

14

3

8

-

+

-

-
[image: image270.wmf])

6

50

2

175

3

125

(

-

+

-

=
[image: image271.wmf]3

8

- 
[image: image272.wmf]44

2

175

3

125

-

+

 = - 39 +
[image: image273.wmf]2

175

 - 44 = - 83 + 87,5 = 4,5.

В бланк ответов: 4,5


Пример 25.                                                  
	В9. На рисунке изображен график некоторой   функции 
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 (два луча с общей начальной точкой). Пользуясь  рисунком, вычислите F(8) – F(3), где F(x) – одна из первообразных функции  f(x).
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Решение:

         По формуле  площади криволинейной трапеции 
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.  На рисунке изображена непрерывная и неотрицательная функция 
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 на отрезке [3;8], так как предлагается вычислить  F(8) – F(3), где F(x) – одна из первообразных функции  f(x) на этом отрезке.
        Пользуясь рисунком, находим площадь заштрихованной трапеции через сумму площадей прямоугольника и прямоугольного треугольника:
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         Или  по формуле площади трапеции  
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