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Задача 1. Хорды AB и CD окружности радиуса R
C
a
D
перпендикулярны и делятся точкой пересечения

C
O
d
на отрезке a, b, c, d. Докажите, что сумма 

Квадратов этих отрезков есть величина 

b
постоянная для данной окружности, равная 

квадрату её диаметра, то есть 

B
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Эта задача хороша на слух, красива на вид и вызывает интерес у учащихся.

Вот несколько планиметрических задач, в решении которых спрятана “изюминка”.
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     2   3                                  Е                   Задача 2. У ломаной АВСDE все вершины  

5                   3    3   2                    лежат на  окружности.                       

A
4



           Углы в вершинах В, С и D равны 45⁰. Докажите, 
                       Q              1     F                что площадь   заштрихованной части круга          

                                   C                             равна площади не заштрихованной его части.

Решение. Проведём  в круге ещё 4 отрезка АD; EF – равный и     параллельный AB; FC – равный DE, и PQ – равный и параллельный EF. Круг разбился на 5 пар равных частей, причём в каждой паре одна часть – заштрихована, а другая – нет.

Задача 3.Точка взятая внутри равностороннего


треугольника, соединены со всеми вершинами.                       
                                                    Кроме того, из неё опущены перпендикуляры на
                                                    все стороны треугольника. Три из

                                                    образовавшихся шести треугольников 
                                                     заштрихованы. Докажите, что сумма площадей 
заштрихованных треугольников  равна сумме площадей, не заштрихованных треугольников.

Решение. Через общую вершину шести треугольников проведём  прямые, параллельные всем сторонам равностороннего треугольника. В результате равносторонний треугольник распадётся на 12 попарно равных треугольников так, что в каждой пре один заштрихован, а другой нет.


        B                      C                    Задача 4.Через точку Е внутри квадрата ABCD
                                                      проведены прямые, параллельные его сторонам                

                                                      и диагоналям. Части, на которые квадрат  

                                                     оказался разрезанным, через одну заштрихованы.   

          A                                         Докажите, что площадь заштрихованных 
                                                     частей равна половине площади квадрата.

Решение. На рисунке показано, что из кусков квадрата можно сложить квадрат так, что под диагональю расположатся только заштрихованные части, а над диагональю – не заштрихованные.

Задача 5. Постройте с помощью циркуля и линейки фигуры, изображённые на рисунке.
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А следующие задачи демонстрируют возможность различных подходов к решению, один из которых является оптимальным, «красивым».
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Задача 1. Доказать, что плоскость, проходящая
                                                     через концы трёх рёбер куба, имеющих общую

                      D                  C        точку, перпендикулярна диагонали куба, 
              A                      B             выходящей из этой точки.


z

Решение.

I. Векторный метод. Рассмотрим диагональ [image: image13.png]


и сечение [image: image15.png]


 куба . Требуется доказать, что [image: image17.png](Al C)8(AB1 DR1



 ), т.е. достаточно установить, что [][

Разложим вектор и  по векторам  = [image: image19.png]
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. Так как [image: image61.png]bac



и [image: image63.png]


, то [image: image65.png]
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 = 0, поэтому , т.е. [].

Аналогично доказывается, что [

II. Традиционный метод ( с использованием теоремы о трёх перпендикулярах). Так как  – куб, то  и ], а тогда по теореме о трёх перпендикулярах  и [image: image71.png]Mal,1c, ] s[AN,1 B



]. Но если  [image: image73.png]Mal,1c, ] s[AN,1 B
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Задача 2. Из всех треугольников со стороной а и противолежащим углом а найдите тот, который имеет наибольший периметр.

Ответ: равнобедренный треугольник с основанием а и противолежащим углом α. 

I способ. Обозначим другие стороны треугольника b и c, а углы, лежащие против них – β и γ соответственно. По теореме синусов
c = a[image: image77.png]sin@
~ina




 b = a[image: image79.png]sinf
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 = a [image: image81.png]sin(180° —a — &)
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 = a[image: image83.png]sin(a + 8)
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Тогда для периметра Pимеем:

P=a + b + c= a + a[image: image85.png]sin(a + &) + sin@

iner



 = a + a [image: image87.png]$+2)cosa

ing



=a + [image: image89.png]


sin ([image: image91.png]a/2+8)<a+ a/(sina/2)



 ,

причём равенство достигается при [image: image93.png]


 + γ = 90⁰, т.е. если γ = 90⁰ - [image: image95.png]


 ,а тогда и β = 90⁰ - [image: image97.png]



II способ. Продолжим сторону СА за вершину А так, чтобы AD = АВ. Тогда 
CD = CA + AB и требуется найти наибольшее значение  CD.
                                                 Так как <CDB = [image: image99.png]N R



 , то геометрическое место 
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точек D – дуга окружности, проходящей через
                                                 точки В и С, причём угловая мера этой дуги, равна 
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D   360⁰ - α, больше 180⁰. Очевидно, отрезок CD будет 
                               A      [image: image105.png]V1R



наибольшим, если точка D будет диаметрально 
                                   [image: image107.png]V1R



противоположна точке С (такая точка [image: image109.png]


 лежит на 
            C                  В              дуге, поскольку её угловая мера больше 180⁰). В 
                                                   этом случае вершина А находится в центре [image: image111.png]



                                                   окружности, а треугольник [image: image113.png]BA,



С является 
                                                  равнобедренным.
