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Введение.

Наиболее динамичной областью знаний является дискретная математика. К ней  относится: комбинаторика, теорияигр, математическая логика, теория алгебраических систем, теория графов и сетей и т.д.

Теория графов – молодая область дискретной математики. Но ее методами пользуются и инженеры, психологи, лингвисты, экономисты,  биологи и химики. 

Одним из основных в современной науке является понятие модели. Модель (идеальный объект) описывает существен​ные части реального объекта или явления, их ос​новные свойства, главные связи. Многие объекты и ситуации могут быть представлены в виде графовых моделей: коммуникационные сети, схемы электри​ческих и электронных приборов, химические моле​кулы, отношение между людьми и многое другое. Фактически люди часто пользуются графа​ми, не догадываясь об этом, изображая раз​личные дискретные объекты в виде точек, кружочков, квадратиков, а связи между ними – в виде линий. Модели легки для восприятия и  допускают игровую интерпретацию. Простейшие модели можно строить, начиная с младших классов, постепенно усложняя от класса к классу. Однако первое знакомство с понятием модели лучше проводить в старших классах.
Среди графов существует один простой и важный тип, это – деревья. Для них выполняются многие свойства, которые не всегда выполняются для графов в общем случае. Применительно к деревьям многие доказательства и рассуждения оказываются намного проще. Математики не уделяли должного внимания исследованию деревьев вплоть до конца XIX века, но древовидные графы использовались еще в глубокой древности (например, родственные отношения принято было изображать с помощью генеалогического древа) или классификацию, связанную с разбиением того или иного множества на классы, подклассы и так далее. Одно из наиболее часто употребляемых в средневековой метафизике деревьев – бинарное -  ввел в своем комментарии к Аристотелю живший в III веке римский философ и противник христианства Порфирий. 

В 1875 году английский математик А. Кэли примененил теории графов в органической химии.  Он использовал понятие «висячая вершина» дерева для подсчета числа изомеров предельных (не имеющих цикла) углеводородов.

Сегодня деревья можно встретить в трудах по строению химических соединений, теории электрических цепей, проблемам эволюции биологических видов, исследованиям операций, теории игр, во всевозможных комбинаторных и вероятностных задачах.

Деревья являются самым распространенным классом графов, применяемых в программировании, причем в самых разных ситуациях. 
Решение многих задач упрощается, если удается использовать графы. Благодаря своей наглядности, графы обычно хорошо усваиваются учащимися и довольно широко востребуются при решении логических задач, задач олимпиадной направленности. Кроме того, графы позволяют учащимся почувствовать красоту математики. 
С помощью блок-схем (деревьев) естественно за​давать алгоритмы решения различных задач. В ал​горитмы могут быть встроены как арифметические, так и логические операции. 
Использование графических изображений при формировании математических понятий способствует сознательному и прочному усвоению этих понятий. Например, некоторые теоремы, определения и свойства некоторых объектов можно изобразить вершинами графа, а взаимосвязи между ними – его ребрами.
Таким образом, изучение деревьев в школе  позволяет:  

- шире познакомить учащихся с такими разделами математики, как комбинаторика и теория вероятностей;

- показать практическую значимость математики в реальных ситуациях;                 

- ускорить решение многих задач и упростить расчеты;

- отрабатывать умения действовать по алгоритму;

- решать различные головоломки, задачи олимпиадной направленности;

- познакомить учащихся с богатым историческим материалом. 

Все вышесказанное определило актуальность данного исследования. 

Объектом исследования является процесс организации учебной деятельности учащихся старших классов на факультативных занятиях.

Предметом исследования является методика проведения факультативных занятий по теме «Деревья».

Целью исследования  является разработка содержания и  методики организации факультативного курса «Деревья».

Гипотеза исследования - разработанный факультативный курс будет способствовать раскрытию индивидуальных возможностей учащихся, повышению уровня  математической культуры.

Реализация поставленной цели потребовала решения ряда конкретных задач, а именно:

1. Разработать содержание и методику проведения факультативного курса «Деревья».

2. Провести анализ школьных учебников

3. Провести опытно-экспериментальную проверку эффективности предложенной методики.

Решение поставленных задач потребовало привлечения следующих методов исследования: 

- анализ работ по истории математики, школьных программ, учебников и учебных пособий; 

- беседы  с учащимися; 

- проведение диагностирующих контрольных работ для проверки качества усвоения и доступности  материала; 

- проведение опытной проверки основных положений исследования.

Практическая значимость исследования определяется тем, что в нем разработаны и проверены: 

1. Учебный материал для преподавания курса «Деревья» для старшеклассников.

2. Специальный набор упражнений и задач по указанной теме.

3. Методические рекомендации для учителя по проведению факультатива. 

Кроме того, отдельные материалы факультативного курса могут быть использованы преподавателями математики, а также информатики не только на внеклассных и факультативных занятиях, но и на уроках основного курса. 

Глава I. Содержание и методика организации 

факультативного курса «Деревья».

§1. Основные понятия и определения теории графов.

Разберем задачи, подводящие, учащихся к понятию графа,

 Задача 1.1.

Герой произведения Н.В.Гоголя «Мертвые души» Плюшкин из экономии разрезает каждый лист бумаги на три части. Некоторые из полученных листов он также режет на три части и т.д. Сколько листков бумаги он получит, если разрежет k листов?
Решение
[image: image134.jpg]


Сделаем рисунок к условию задачи. При этом листы бумаги будем обозначать кружками: кружки, соответствующие разрезанным листам, закрасим; остальные оставим не закрашенными.

	K=1
	             K=2
	               K=3


Рисунок 1 

Рисунок помогает увидеть, что при разрезании появляются три новых листика вместо одного. Таким образом,получилось 1+2·1=3 листка;

 если разрезали два листа, то получилось 1+2·2=5 листков; если три, то - 1+2·3=7 и т.д. Если же было разрезано k листов, то образовалось 1+2·k листиков.

При решении задачи, мы получили схемы, похожие на ветку дерева с листьями.. 

Рисунки этой задачи оставить на доске.

Задача 1.2.

В соревнованиях по шашкам участвует шесть человек: Кирилл, Денис, Ольга, Сергей, Полина и Андрей. Соревнование проводится по круговой системе – каждый из участников играет с каждым из остальных один раз. К настоящему моменту некоторые игры уже проведены: Кирилл сыграл с Денисом, Сергеем и Андреем; Денис, как уже говорилось, с Кириллом и еще с Сергеем; Ольга – с Сергеем, Полиной, Андреем; Сергей – с Кириллом, Денисом и Ольгой; Полина – с Ольгой, а Андрей – с Кириллом и Ольгой. Сколько игр проведено к настоящему моменту и сколько еще осталось?

Решение.
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Представим данные задачи на чертеже. Обозначим участников соревнования точками так, что Кириллу будет соответствовать точка К, Денису – точка Д и т.д. Если двое участников уже сыграли между собой, то соединим изображающие их точки отрезками. 

Получили некоторую схему, из которой видно, что число игр, проведенных к настоящему моменту, равно  Рисунок 2.                             количеству изображенных на ней отрезков, то есть семь.
[image: image136.png]


Чтобы найти число игр, которые осталось провести, соединим пунктирной линией еще не игравших друг с другом участников. 

Таких «пунктирных» отрезков получилось восемь, то есть нужно провести еще восемь игр. Кирилл должен сыграть с Ольгой и Полиной, Денис – с Ольгой, Полиной и Андреем и т.д. 

                Рисунок 3.                           Рисунок также остается на доске.                            

Есть ли что-нибудь общее у полученных схем? Да. Они все состоят из точек (кружков) и линий (прямых или кривых), соединяющих пары точек. Эти схемы являются представителями так называемых графов. 

Определение 1.1. Графом называется совокупность двух множеств: непустого множества точек (вершин) и множества линий, соединяющих эти точки (ребер).

Обозначать граф будем буквой Г. Вершины графа будем обозначать прописными буквами русского (латинского) алфавита или числами (например, А, Б, В,…,A, B, C, D,…,1, 2,…); ребра – парами вершин, принадлежащих данным ребрам или строчными буквами русского (латинского) алфавита (например, (А,Б), (N,F), (3,4), а, б, в, k, l, m). Иногда будем изображать граф, не обозначая его ребра и вершины.

В некоторых случаях каждому ребру графа присваивают некоторое число. Это число называется весом данного ребра.

[image: image137.png]rpag [ noarpad rpata [ BeIENEH NYHKTUPOM



Пример 1.1     Граф с вершинами A, B, C, D, E,

                        ребрами (A, B), (B, D), (C, E), (E, D).

                        20 – вес ребра (А, В), 

                       15 – вес ребра (С, Е) и т.д.                                         

Рисунок 4.

Вершины графа обычно изображают «жирными» точками, кружками или квадратиками, так как ребра графа иногда пересекаются на чертеже, но точка пересечения при этом не является вершиной.

Пример 1.2.
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В данном графе точка пересечения диагоналей четырехугольника не является вершиной графа.
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 А в этом графе точка пересечения диагоналей четырехугольника является Рисунок 5.   вершиной графа.

Не всегда все вершины графа соединены друг с другом. Иногда вершина не соединена ни с одной из вершин графа. 

Определение 1.2. Вершина графа, не принадлежащая ни одному ребру, называется изолированной.
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Пример 1.3.  

Вершина 5 является 

изолированной.
Задание 1.1. (Устно)                                   Рисунок 6.

[image: image141.png]


Вершины графа представляют жителей городка N, а ребра, соединяющие две вершины, - тот факт, что эти люди знакомы. Какую ситуацию изображает приведенный на рисунке граф?                                                                                              Рисунок 7.

Решение. 

Все вершины графа являются изолированными, то есть ни одна пара вершин не соединена ребром. Таким образом, все пять жителей не знакомы друг с другом.

[image: image142.png]


Определение 1.3. Вершина А графа Г, принадлежащая одному ребру, называется висячей.

Пример 1.4.   Вершины А и Б  - висячие.           

                                                                                      Рисунок 8.

[image: image143.png]


Задание 1.2. 

Укажите висячие вершины. Объясните ответ.

Есть ли здесь изолированные вершины? Объясните 

ответ.                                                                                           Рисунок 9.

Ответ: 1, 4, 5 – висячие вершины по определению. Изолированных вершин нет по определению.

Задание 1.3. Начертите граф, содержащий 4  висячих и две изолированные вершины. 
Задание 1.4. Начертите граф, содержащий шесть висячих и две изолированные вершины.
Определение 1.4. Степенью вершины А графа Г называется количество ребер графа Г, которым данная вершина принадлежит.

Обозначают степень вершины А: d(A). 

В случае изолированной вершины d(A)=0; для висячей  вершины d(A)=1.
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Пример 1.5. 

 М и N – изолированные вершины. 

    Рисунок 10.
Задание 1.5. В следующих графах найдите степени каждой из вершин.

[image: image1.jpg]



Рисунок 11.

Ответ: а) d(1)=d(2)=d(3)=d(4)=d(5)=2;

            б) d(1)=d(2)=d(4)=1 – это висячие вершины, 

                d(5)=0 – это изолированная вершина, 

                d(3)=2,  d(6)=3.

Установим связь между степенями вершин графа и числом его ребер.

Задание 1.6. Найдите количество ребер Р графа Г и сумму степеней С всех его вершин.

[image: image145.png]


А)  Ответ: Р=4, С=1+2+3+2=8.

              Рисунок 12.
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Б) Ответ: Р=5, С=2+3+2+3=10. 

              Рисунок 13.
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В) Ответ: Р=1, С=1+1+0=2.


Рисунок 14.
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Г) Ответ: Р=7, С=4+3+2+2+3=14. 

                  Рисунок 15.

Заметим, что в каждом случае сумма всех степеней вершин графа в два раза больше, чем число его ребер.

Теорема 1.1. Сумма степеней вершин графа Г равна удвоенному числу ребер, то есть     [image: image2.wmf](
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, где r – число ребер.

Определение 1.5. Пусть дан граф Г с вершинами [image: image3.wmf]1
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 называется началом пути, а вершина 
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 – концом пути.
Из определения следует, что каждые два соседних ребра пути имеют общую вершину и никакое ребро не встречается более одного раза.

Пример 1.6.

[image: image149.png]


(M, B), (B, D), (D, E), (E, C), (C, N) – путь в данном графе из вершины М в вершину N.

M – начало пути; N – конец пути.
   Рисунок 16.

Задание 1.7. (Устно.)

[image: image150.png]


Являются ли путями из вершины 1 в вершину 5 следующие последовательности ребер:

А) (1,2),(3,4),(4,5) – нет, т.к. ребра (1,2) и (3,4) – соседние, но не имеют общей вершины;

               Рисунок 17.

Б) (1,2),(2,3),(3,4) – нет, т.к. эта последовательность не ведет в вершину 5;

В) (1,2),(2,4),(4,3),(3,2),(2,4),(4,5) – нет, т.к. ребро (2,4) повторяется.

Найдите путь от вершины 1 к вершине 5 в графе, изображенном на рисунке. 

Ответ: (1,2),(2,3),(3,4),(4,5) или (1,2),(2,4),(4,5). 

Сравним два полученных в задаче пути. Очевидно, второй из них короче. Значит можно говорить о длине пути в графе.

Определение 1.6. Длиной пути в графе Г называется количество входящих в этот путь ребер.

Пример 1.7.
[image: image151.png]


(M, B), (B, D), (D, E), (E, C), (C, N) – путь в данном графе из вершины М в вершину N.

Длина пути равна пяти.

   Рисунок 18.

Задание 1.8. (Устно.)
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Укажите все пути, соединяющие вершины 1 и 4 в графе, изображенном на рисунке. Сколько существует путей длины два в этом графе?

   Рисунок 19.

Ответ:  (1,4) и (1,2),(2,3),(3,4). Существует восемь путей длины два.

Определение 1.7. Циклом графа Г называется такой путь в этом графе, у которого начало совпадает с концом.

Пример 1.8.

[image: image153.jpg]


(M, B), (B, D), (D, E), (E, C), (C, N), (N, M) – цикл в данном графе.

(A, B), (B, D), (D, A) – цикл в данном графе.

    Рисунок 20.

Задание 1.9. 
[image: image154.png]0



Является ли циклом следующая последовательность ребер:

А) (A,B),(B,E),(E,D),(D,B),(B,A);

Б) (D,E),(E,B),(B,D),(D,C);

В) (D,C),(C,B),(B,E),(E,D);

       Рисунок 21.                    Г) (B,E),(D,C),(C,B)? 

Ответ: 

А) нет, т.к. ребро (А,В) повторяется дважды, а значит последовательность – не путь.

Б) нет, т.к. начальная и конечная вершины не совпадают.

В) да, т.к. все условия определения цикла выполнены.

Г) нет, т.к. соседние ребра (B,E) и (D,C) не имеют общей вершины 

(пропущено ребро (E,D)), а значит последовательность – не путь.

Определение 1.8. Длиной цикла называется количество входящих в него ребер. 

Задание 1.10. 

Для каждого из изображенных на рисунке графов назвать все содержащиеся в них циклы и выбрать наибольший и наименьший по длине цикл.

[image: image11.jpg]



Рисунок 22.

Ответ:

а) (1,2),(2,3),(3,4),(4,5),(5,6),(6,7),(7,1) – самый длинный цикл;    (1,2),(2,6),(6,7),(7,1);         (2,3),(3,4),(4,6),(6,2);    (1,2),(2,3),(3,4),(4,6),(6,7),(7,1);    (2,3),(3,4),(4,5),(5,6),(6,2); (4,5),(5,6),(6,4) – самый короткий цикл;

б) (2,3),(3,5),(5,4),(4,2) – единственный цикл в этом графе;

в) (2,3),(3,5),(5,2) и (2,4),(4,5),(5,2) – самые короткие циклы;

(2,3),(3,5),(5,4),(4,2) – самый длинный цикл.

Посмотрите на рисунки б) и в) предыдущей задачи. Можно ли найти путь из вершины 1 в вершину 2 на рисунке б)? Да. А на рисунке в)? Нет. 

Определение 1.9. Граф называется связным, если между любыми двумя его вершинами существует путь. В противном случае граф называется несвязным.

Пример 1.9.
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а) б)       в)
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                                                          Рисунок 23.

Две вершины А и В графа называются связными, если в графе существует путь с концами А и В; если не существует ни одного пути, связывающего их, то вершины называются несвязными.

Из определения следует, что граф является связным, если каждые две его вершины связны, и граф является несвязным, если хотя бы две его вершины несвязны. 

Таким образом, чтобы доказать, что граф связный, нужно доказать, что каждые две его вершины являются связными. А чтобы доказать, что граф несвязный – нужно указать в нем две несвязные вершины.

Задание 1.11. 

Какие из графов являются связными? Почему?
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                                                   Рисунок 24.

Ответ: связными являются графы г) и д).

Определение 1.10. Ребро (А, В) называется мостом графа Г, если в графе, полученном после удаления из Г ребра (А, В), вершины А и В оказываются несвязными.

Пример 1.10.
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                          Рисунок 25.

Задание 1.17. 

Выделите в графе, изображенном на рисунке, ребра, которые являются мостами.
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Ответ:  [image: image14.png]



                Рисунок 26.                                                                        Рисунок 27.

[image: image159.jpg]


Теорема 1.2.  Ребро (А, В) является мостом в том и только том случае, если (А, В) – единственный путь, соединяющий вершины А и В.
Рисунок 28. 

Теорема 1.3. Ребро (А, В) является мостом в том и только том случае, если найдутся две вершины С, D такие, что каждый путь, соединяющий их, содержит вершины А и В.
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    Рисунок 29.    

Теорема 1.4. Ребро (А, В) является мостом в том и только том случае, если оно не принадлежит ни одному циклу.

Дополнительные задачи к §1см.приложение1
§2. Деревья.

Все знают, как выглядит обычное дерево: корни, ствол, ветки, листья. Если же присмотреться внимательнее, то вокруг можно заметить много объектов напоминающих дерево: реки и их притоки на карте Земли. Некоторые хрупкие тела при ударе растрескиваются так, что мелкие трещины под микроскопом образуют изящные древовидные узоры. В виде деревьев растут некоторые кристаллы (дендриты). Сильные электрические разряды  напоминают на фотографиях деревья с хорошо развитой кроной. Есть деревья и в теории графов. Для того чтобы разобраться, что они собой представляют, выполните несколько упражнений.

Задание 2.1. 

Нарисуйте

А) граф с семью вершинами и шестью ребрами, не имеющий циклов,

Б) связный граф с семью вершинами и шестью ребрами,

В) граф с семью вершинами, в котором для любых двух вершин существует один и только один связывающий их путь,

Г) связный граф с семью вершинами, каждое ребро которого – мост.

Возможные решения:
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Рисунок 30.

Посмотрим внимательно на графы, полученные при решении задания 2.1. Что характерно для каждого из них? Во-первых, они связные; во-вторых, они не содержат циклов. Такие графы выделяют в отдельный класс.

Определение 2.1. Деревом называется всякий связный граф, не имеющий циклов.

При этом удобно считать, что граф, состоящий из одной изолированной вершины, тоже является деревом.

Что нужно, чтобы определить, является данный граф деревом или нет? Нужно проверить, выполняются ли условия определения (связность и отсутствие циклов).

Задание 2.2.

Выберите из приведенных ниже графов те, которые являются деревьями. В выбранных деревьях отметьте висячие вершины.
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Рисунок 31.

Замечание. Для решения этой задачи на доске можно нарисовать следующую таблицу:

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Связность
	Да
	Да
	Да
	Нет
	Нет
	Да

	Отсутствие циклов
	Да
	Нет
	Да
	Нет
	Да
	Да

	Дерево
	Да
	Нет
	Да
	Нет
	Нет
	Да


Посчитаем теперь степени каждой из вершин найденных деревьев. Все они больше или равны единице. Действительно, по определению дерево – связный граф, а значит, оно не содержит изолированных вершин. Таким образом, верно утверждение: если дерево состоит более чем из одной вершины, то степень любой из его вершин d(A)
[image: image17.wmf]³

1. 

Задание 2.3. 

Докажите, что для каждой пары вершин дерева существует единственный соединяющий их путь.

Замечание. Следует пояснить учащимся, что решение данной задачи сводится к  доказательству двух утверждений:

1) доказать, что для каждой пары вершин дерева существует соединяющий их путь;

2) доказать, что путь, соединяющий любые две вершины дерева, - единственный.

Доказательство.

1) Дерево – связный граф. Из определения связности следует существование пути.

2) Предположим, что существует пара вершин данного дерева, у которых есть два соединяющих их пути. Тогда этот граф содержит цикл, то есть не является деревом. Получили противоречие, следовательно, наше предположение было неверным, и путь, соединяющий любые две вершины дерева, - единственный.

Задание 2.4.

Какое максимальное число висячих вершин может иметь дерево, построенное на 9 вершинах? Какое минимальное число висячих вершин оно может иметь? 

[image: image161.jpg]


Сделайте рисунки таких деревьев.

Ответ:      8 вершин и 

   2 вершины соответственно.                                                       Рисунок 32.
Определение 2.2. Лесом называется несвязный граф, представляющий собой объединение деревьев.

При этом удобно считать, что граф, состоящий из одного дерева, тоже является лесом.

Задание 2.5. 

Выберите из данных графов те, которые являются лесом.
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Рисунок 33.

Ответ: 1) да, 2) да, 3) нет, 4) да.

Теорема 2.1. Дерево – это минимальный связный граф.
Задание 2.6. 

Постройте какие-нибудь деревья с 3, 4, 5, 6 вершинами и посчитайте число ребер в полученных графах.

Возможные варианты ответов: 
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Рисунок 34.

Обратим внимание, что в любом дереве с 3 вершинами 2 ребра, с 4 вершинами – 3, с 5 вершинами – 4, с 6 вершинами – 5, то есть во всех случаях количество ребер на единицу меньше количества вершин дерева. 

Теорема 2.2. Число ребер дерева на n вершинах равно n-1.

Следствие. Связный граф на n вершинах имеет не менее чем n-1 ребро.

 (Число ребер дерева на n вершинах равно n-1, а дерево – это минимальный связный граф по теореме 2.1.)

Задание 2.7. 

Докажите, что дерево, имеющее не менее двух вершин, содержит, по крайней мере, две висячие вершины.

Доказательство. 

Пусть дано дерево D, имеющее n (n≥2) вершин и r ребер. Дерево – связный граф, следовательно, для любой его вершины 
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)

1

³

i

A

d

. Предположим, что для n-1 вершины их степени строго больше 1, а лишь у одной вершины степень больше или равна 1. Тогда 
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По теореме 1.1 сумма степеней всех вершин графа равна 2r, то есть 
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=2r. Но из теоремы 2.2  следует, что r=n-1.  Значит, 
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Таким образом, 2n-2>2n-1. Получили противоречие. Значит, по крайней мере две вершины должны иметь степень, равную 1 (по определению они и есть висячие).

Теорема 2.3. Последовательность целых чисел 
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 является последовательностью степеней вершин некоторого дерева на n вершинах (n≥2) тогда и только тогда, когда: 

1) каждое 
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Задание 2.8.

Дана последовательность чисел 

А) 1, 1, 2, 3, 5, 5, 6;  Б)  4, 5, 6, 7;  В) 1, 1, 1, 3;  Г)  1, 1, 1, 1, 1, 2, 3, 4.

Можно ли построить дерево, такое что данная последовательность чисел являлась бы последовательностью степеней вершин этого дерева?

Ответ: 

А) нет, т.к. 
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≠2n-2, Б) нет, т.к. нет ни одной висячей вершины, В) да, т.к. выполняются условия теоремы, Г) да, т.к. выполняются условия теоремы.

§3. Остовные деревья.

Задача 3.1. Лена дружит с Викой, Олей и Сережей, Сережа, кроме того, – с Машей и Петей, а Глеб – с Димой и Машей. Изобразите с помощью графа отношение «дружить». 

В полученном графе выделите те вершины и ребра, которые изображают отношение «Маша дружит с …»

Вопрос к учащимся:

- Является ли выделенный набор вершин и ребер графом? Почему?

Ответ: да, состоит из множества точек и множества соединяющих их линий.

Определение 3.1. Подграфом данного графа Г называется такой граф Г
[image: image32.wmf]'

, что множество его вершин лежит во множестве вершин, а множество его ребер – во множестве ребер  исходного графа Г.

[image: image162.jpg]


Пример 3.1.  

Задание 3.1. (устно)                                        Рисунок 35.

В приведенных ниже графах назовите несколько подграфов.
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Рисунок 36.

[image: image163.jpg]


Определение 3.2. Остовным подграфом графа Г называется такой его подграф, который содержит все вершины графа Г.

Пример 3.2.  

Задание 3.2.                                             Рисунок 37.

В графах задания 3.1 назовите несколько остовных подграфов.

Ответы детей учитель сохраняет на доске.

Определение 3.3. Остовной подграф, являющийся деревом, называется остовным деревом.

[image: image164.jpg]


Пример 3.3.  
Рисунок 38.

Вопрос к учащимся:

- У всякого ли графа можно выделить остовное дерево?

Ответ: несвязный граф не имеет остовного дерева, связный граф может иметь много остовных деревьев.

Задание 3.3. 

А) Приведите пример графа, из которого нельзя выделить остов. 

Б) Приведите пример графа и нескольких его остовных деревьев.

[image: image165.jpg]


Возможные 

ответы:

Рисунок 39.

Определение 3.4. Минимальным остовным деревом называется остовное дерево с минимальным общим весом его ребер

Задание 3.4. 

В приведенном графе выделите минимальное остовное дерево.
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                                        Рисунок 40.
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Задание 3.5.

Из графа Г удалите часть ребер так, чтобы новый граф Г
[image: image35.wmf]'

был остовным деревом. 

Решение.                                                                                                     Рисунок 41.

Для того чтобы новый граф Г
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 был остовным деревом, он должен быть остовным подграфом и быть деревом.

Данный граф Г имеет 7 вершин, значит 7 вершин должно быть и в графе Г
[image: image37.wmf]'

.

По теореме 2.2 граф Г
[image: image38.wmf]'

 должен иметь 6 ребер. Поскольку в исходном графе 12 ребер, то удалить нужно 12-6=6 ребер так, чтобы при этом выполнялось определение дерева.

Задание 3.6. 

Сколько ребер надо удалить из связного графа, имеющего r ребер и n вершин (r≥n), чтобы получить остов?

Решение.

Остов будет являться деревом на n вершинах. По теореме 2.2 дерево с n вершинами имеет n-1 ребро. Чтобы из данных r ребер графа получить n-1 ребро, нужно удалить 

r-(n-1) или r-n+1 ребро.     Ответ: r-n+1.

Практическую значимость остовных деревьев (остовов) дает популярная форма задачи А. Кэли. Необходимо соединить n городов железнодорожными линиями так, чтобы не строить лишних дорог. Известна стоимость строительства для каждой пары городов. Какова должна быть сеть дорог, соединяющая все города и имеющая минимальную возможную стоимость? Аналогичные вопросы могут возникать при проектировании линий электропередач, сетей ЭВМ и др.

В терминах теории графов задачу можно сформулировать следующим образом. Рассмотрим граф Г, в котором вершины – города, ребра – соединяющие пару городов дороги. Каждому ребру назначим вес – стоимость строительства дороги на этом участке. Задача состоит в том, чтобы построить связный граф, содержащий все вершины, с минимальным весом. Очевидно, что этот граф должен быть деревом – в противном случае, можно было бы удалить одно ребро, не нарушая связности и уменьшая сумму весов его ребер.

Правило построения минимального остовного дерева:
1. Выбрать произвольно вершину Х и отметить ее.

2. Среди ребер, выходящих из отмеченной вершины Х, выбрать ребро (Х, Y) c наименьшим весом и включить его в дерево Го.
3. Повторяя процесс, выполнить поиск наименьшего по весу ребра, соединяющего вершины Х или Y с некоторой другой (непомеченной) вершиной графа Z.

4. Процесс включения ребер продолжить до тех пор, пока все вершины исходного графа Г не будут включены в дерево Го. 
Построенное дерево будет минимальным остовным.

Решим конкретную задачу, используя данное правило.

Задача 3.2. 

Было решено соединить пять городов (Серпухов, Коломну, Каширу, Москву и  Подольск)  железнодорожными линиями так, чтобы не строить лишних дорог. Какова должна быть сеть дорог, соединяющая все города и имеющая минимальную возможную стоимость, если известно, что стоимость строительства дороги 

от Серпухова до Коломны -  200, до Каширы –100, до Москвы– 75, до Подольска – 80;

от Коломны до Каширы – 150, до Москвы – 120, до Подольска – 140; от Каширы до Москвы -90, до Подольска – 105; от Москвы до Подольска – 60?

Решение. Построим граф по условию задачи. Для получения остова данного графа, во-первых, отметим произвольно одну из вершин, например, Серпухов (1). Во-вторых, среди исходящих из  этой вершины ребер выберем ребро с наименьшим весом. 
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Это ребро Серпухов – Москва (4). В-третьих, из всех ребер, выходящих из вершин Серпухов и Москва, отметим ребро наименьшего веса. Это ребро Москва – Подольск (5). В-четвертых, из ребер, исходящих из трех уже отмеченных вершин (1, 4, 5), выберем ребро наименьшего веса так, чтобы свом вторым концом оно не попадало ни в   одну  помеченную вершину.                                                                    Рисунок 42.

Это ребро Москва – Кашира (3). Аналогично среди ребер, исходящих из вершин 1, 3, 4 или 5, выберем ребро с наименьшим весом, входящее в последнюю не помеченную вершину 2 (Коломна).  Полученное дерево и есть минимальный остов. 

Затраты на строительство дорог при этом составят 75+60+90+120=345.

Замечание. После того, как задача решена, следует проверить, получится ли то же самое остовное дерево, если на первом шаге выбрать например, вершину 5.

Задача 3.3. 

Задано множество аэродромов, нужно определить минимальный (по сумме расстояний) набор авиарейсов, позволяющий перелететь с любого аэродрома на любой другой.

 Известно, что расстояние между аэродромом А и аэродромом Б равно 500 км, между А и В – 400 км, А и Г – 450 км, А и Д – 670 км, А и Е – 800 км; между аэродромом Б и В – 340 км, Б  и Г – 460 км, Б и Д – 550 км, Б и Е – 900 км; между В и Г – 280 км, В и Д – 1100 км, В и Е – 870 км, между Г и Д – 630 км, Г и Е – 1200 км, между Д и Е – 1500 км.
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Ответ:


          Рисунок 43.

Задача 3.4. Постройте минимальное остовное дерево следующего графа:
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Рисунок 44.
§4. Задача об отыскании кратчайшего пути.
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Задач4.1.
Мистер Х решил купить себе галстук. Для этого он отправился из дома в торговый центр. Схема района, в котором живет Мистер Х, изображена с помощью графа: вершины – дома, ребра – дороги. Передвигаться от дома к дому можно только в направлении стрелок, причем около каждого из домов он не 

       Рисунок 45.        хочет бывать более одного раза. 

Сколькими способами он может попасть из дома (пункт 1) в торговый центр (пункт 9)? У какого из этих путей наименьшая длина? 

Обратите внимание, что граф не совсем обычный – его ребра изображены в виде стрелок.

Определение 4.1. Ребро графа, у которого указано направление, называется ориентированным. 
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Пример 4.1       

Обозначать ориентированное ребро с началом в вершине А и концом в вершине Б будем <А,Б> . В этом случае говорят, что ориентированное ребро выходит из А и входит в Б.

  Рисунок 46.
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Определение 4.2. Граф называется ориентированным, если все его ребра ориентированы. Граф называется неориентированным, если каждое его ребро не ориентировано. 

Пример 4.2.


Рисунок 47.

Иногда естественно рассматривать смешанные графы, имеющие как ориентированные, так и неориентированные ребра. 

Например, план города можно рассматривать как смешанный граф, так как в нем есть улицы с односторонним движением (значит ребра, изображающие их, имеют направление) и улицы с двусторонним движением (здесь направление ребер не вводится); или графы, изображающие игровые соревнования, в которых были как результативные, так и ничейные матчи (ориентированные и неориентированные ребра соответственно).

Задание 4.1. 

Какие из графов являются

А) ориентированными,  Б) неориентированными,  В) смешанными?
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Рисунок 48.

Ответ: б) – ориентированный; г) – неориентированный; а), в) – смешанные.

Вернемся к задаче 1. Ответить на поставленные в ней вопросы помогают деревья.

Начиная с вершины 1, последовательно «расслаиваем» данный в задаче граф в дерево. При этом каждая вершина столько раз получает самостоятельное значение, сколько в нее в первоначальном графе входило ребер. 

Правило построения дерева по исходному графу:

1. Отметить вершину X – начало пути. Это корень дерева.

2. Из отмеченной вершины Х провести столько ребер, сколько выходило в исходном графе.

3. От каждой из полученных висячих вершин провести столько ребер, сколько из каждой из них выходило в исходном графе.

4. Повторять шаг 3. до тех пор, пока каждая из висячих вершин полученного  дерева не будет совпадать с вершиной Y – концом пути.

Применив указанное правило к задаче 1, получим дерево:
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Рисунок 49.

Число путей равно числу висячих вершин дерева, то есть 14.    Длину пути помогает определить размещение каждой вершины дерева в соответствующем ярусе.

Наикратчайший путь заканчивается в меньшем «ярусе» висячей вершины дерева, длина кратчайшего пути (1,5); (5,9) равна двум. Самый длинный путь заканчивается в наибольшем «ярусе». Длина наиболее продолжительного пути равна 7.  (Ярусы отмечаем на рисунке штриховыми линиями.)

Этот пример показывает, что понятие «длина пути» в теории графов не обязательно совпадает с понятием «длина пути» в геометрии или географии.

Рисунок дерева полезен не только тем, что позволяет подсчитать количество всех возможных путей, отыскать среди них наиболее протяженный или кратчайший. Он позволяет одновременно «увидеть» все пути и сравнить их.

Задача 4.2. 
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Движение из пункта 1 в пункт 8 разрешается только в направлении стрелок, указанных на рисунке. 

В каждом пункте можно бывать не более одного раза. 

         Рисунок 50.

Сколькими способами можно попасть из пункта 1 в пункт 8? Какой из этих путей кратчайший, какой самый длинный?

[image: image173.png]


Рассмотрим теперь задачу 4.1, но с условием, что план местности строится с учетом возможного различия в расстояниях между пунктами. На рисунке эти расстояния записаны над ребрами.

        Рисунок 51.

То есть теперь для каждого ребра задан его вес, показывающий расстояние между домами. А вопрос тот же: определить число возможных путей от дома мистера Х до торгового центра и длину наикратчайшего из них.

Заметим, что в этом случае расстановки вершин по ярусам недостаточно для сравнения длин пути различных маршрутов. Возле каждой вершины придется записывать длину пути, пройденного до того, как удалось попасть в соответствующий пункт на местности. Поскольку граф путей – дерево, то между любыми двумя его вершинами существует единственный соединяющий их путь, т.е. эта длина определяется однозначно для каждой его вершины.

Итак, дерево путей в этом случае будет выглядеть так:
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Рисунок 52.
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Задача 4.3.

Движение из пункта 1 в пункт 8 разрешается только в направлении стрелок, указанных на рисунке. В каждом пункте можно бывать не более одного раза. Сколькими способами можно попасть из пункта 1 в пункт 8? Какой из этих путей кратчайший, какой самый длинный?

          Рисунок 53.
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Задача 4.4.

Движение из пункта 2 в пункт  6 разрешается только в направлении стрелок, указанных на рисунке. В каждом пункте можно бывать не более одного раза. Сколькими способами можно попасть из пункта 2 в пункт 6? Какой из этих путей кратчайший, какой самый длинный?

           Рисунок 54.

§5. «Сколько корней у дерева?»

Рассмотрим деревья, изображенные на рисунках.
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Рисунок 55.

Ясно, что «особое место» в дереве занимают не только висячие вершины. Выделяются в этих деревьях и вершины, отмеченные черным цветом. Такие вершины называются корневыми.

Задание 5.1.  (устно)

Назовите корневые вершины, изображенные на рисунках:
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Рисунок 56.

Ответ: корневыми являются вершины 1) А; 2) С; 3) Н.

Обратимся теперь к деревьям следующего вида:
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Рисунок 57.

Вопрос к учащимся:

- Какие вершины считать корневыми в этих деревьях?

Естественно считать, что все эти три дерева имеют по две корневые вершины: 1) А и В; 2) С и D; 3) А и В.

Так можно ли дать точное определение корневой вершины дерева? И сколько корневых вершин может иметь одно дерево? Чтобы ответить на эти вопросы, познакомимся с еще тремя понятиями: расстоянием между двумя вершинами, радиусом и диаметром связного графа.
Определение 5.1. Расстоянием d(A,B) между вершинами А и В графа Г называется длина кратчайшего пути, соединяющего эти вершины. 

Если граф – дерево, то путь, соединяющий вершины А и В, существует и единственный (см. задачу 2.3).

Пример 5.1.

[image: image176.png]


1) d(A,B)=1, d(D,C)=2,

2) d(A,B)=1, d(A,E)=4.


                       Рисунок 58.

Задание 5.2. 

Для графов, приведенных на рисунке, найдите расстояние между вершинами А и В.
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Рисунок 59.

Ответ: 1) 2; 2) 2; 3) 3.

Подсчитаем для каждой вершины дерева, изображенного на рисунке 60, наибольшее из расстояний до всех остальных его вершин и запишем эти числа на рисунке около вершин:
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Рисунок 60.

Определение 5.2. Наибольшее из расстояний от каждой вершины графа до всех остальных его вершин называется диаметром графа (в данном случае дерева), а наименьшее – радиусом графа.

На рисунке 60 диаметр графа равен 5, радиус - 3

Задание 5.3.

Для графов, приведенных на рисунке, найдите их диаметры и радиусы.
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Рисунок 61.

Ответ: 1) 4, 2; 2) 5, 3.

Теперь можем дать определение корневой вершины дерева.

Определение 5.3. Вершины дерева, для которых максимальное из расстояний до других его вершин равно радиусу, называются корневыми.

Пример 5.2.  На рисунке 60 корневыми являются вершины А и В.

Общепринятой практикой при изображении деревьев является соглашение о том, что корень находится наверху. Вообще, в любом дереве можно выделить корневую вершину и перерисовать его согласно этому соглашению.
Задание 5.4. 

Посчитайте диаметр и радиус изображенных на рисунке 62графов.
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Рисунок 62.

Ответ: 1) 1,1; 2) 5, 3; 3) 3, 2; 4) 2, 1.

Задание 5.5. 

Нарисуйте дерево:

А) с одной корневой вершиной и радиусом 3,

Б) с одной корневой вершиной и радиусом 4,

В) с двумя корневыми вершинами и радиусом 4,

Г) с двумя корневыми вершинами и радиусом 5,

Д) диаметр которого равен 4.

Теорема 5.1. Любое дерево имеет либо одну, либо две корневые вершины. Корневые вершины – смежные.

Доказательство.

Это утверждение, как мы видели, справедливо для простейших деревьев: 
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При решении задач мы убедились, что 

1) расстояние от данной вершины Х дерева до любой другой его Рисунок 86.          вершины Y может достигать наибольшего значения только в том    случае, когда Y – висячая вершина,

2) корневая вершина не может быть висячей.

Удалим теперь из дерева D, имеющего радиус r, все его висячие вершины. Тогда получим дерево 
[image: image50.wmf]1

D

, имеющее радиус длины r-1 и те же корневые вершины.

Ясно, что, продолжая этот процесс, придем, в конце концов, к дереву, изображенному на рисунке или на рисунке. Полученное дерево имеет ту же (те же) корневую вершину (корневые вершины), что и первоначальное дерево D.

§6. Деревья и комбинаторика.

«Десять друзей, решив отпраздновать окончание школы в ресторане, заспорили у стола о том, как усесться вокруг него:

- Давайте сядем в алфавитном порядке.

- Нет, сядем по возрасту!

- По успеваемости, может?.....
Подошел официант: «Вы еще не расселись? Молодые друзья мои, оставьте ваши пререкания. Сядьте за стол, как кому придется, и выслушайте меня.

Пусть один из вас запишет, в каком порядке вы сидите сейчас. Завтра вы снова явитесь сюда пообедать и разместитесь в ином порядке. Послезавтра сядете опять по-иному и т.д., пока не перепробуете все возможные размещения. Когда же придет время вновь сесть так, как высидите сейчас, тогда – обещаю торжественно – я начну ежедневно угощать вас всех бесплатно самыми изысканными обедами».

Друзья очень обрадовались такому предложению и согласились.

Однако им не пришлось дождаться того дня, когда они стали питаться бесплатно. И не потому, что официант не исполнил своего обещания, а потому, что число всех возможных размещений за столом чересчур велико. Оно равно ни мало, ни манного 3628800. Такое число дней составляет почти 10000 лет! Вам может показаться невозможным, что 10 человек могли разместиться таким большим числом способов. Проверьте расчет сами».

Действительно, число перестановок десяти элементов равно n!, то есть    1·2·3·4·5·6·7·8·9·10=3628800.

Комбинаторные задачи встречаются довольно часто. Конечно, такие задачи можно решать, используя соответствующие формулы, и для большого числа элементов это удобно (см. пример выше). Однако если элементов немного и к тому же нужно увидеть все возможные варианты, то помогут деревья.
С помощью леса можно представить перестановки из n элементов некоторого множества и подсчитать их число. Для n=4 такой лес изображен на рисунке.
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Рисунок 63.

Всевозможные перестановки прочитываются по этой схеме от корневой до висячей вершины соответствующего дерева. Ярус показывает номер места, на котором расположен элемент. Число висячих вершин леса равно числу перестановок.

Задача 6.1. 

Составьте всевозможные перестановки из букв слова «граф». Изобразите лес решения.

Задача6.2.

Даны цифры: 3, 5, 7. Составьте из них все возможные трехзначные числа, в которых данные цифры не повторяются. (Ответ: 6.)

С помощью леса можно также представить размещения из n элементов по k некоторого множества и подсчитать их число. Для n=4, k=2 такой лес изображен на рисунке.
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Рисунок 64.

Всевозможные размещения прочитываются по этой схеме от корневой до висячей вершины соответствующего дерева. Ярус показывает номер места, на котором расположен элемент, количество ярусов равно числу k. Число висячих вершин леса равно числу размещений.

Задача6.3. 

Даны цифры: 3, 5, 7. Составьте из них все возможные двузначные числа, в которых данные цифры не повторяются. (Ответ: 6.)

Задача 6.4. 

Изобразите с помощью леса всевозможные размещения четырех элементов множества {a,b,c,d} по трем ячейкам и подсчитайте их число. (Ответ: 24.)

Задача 6.5. 

От турбазы к горному озеру ведут четыре тропы. Сколькими способами туристы могут отправиться в поход к озеру, если они не хотят спуститься по той же тропе, что и поднимались? (Ответ: 12)

Задача 6.6. 

Сколько различных обедов П.И.Чичиков мог насчитать из блюд, выставленных на столе у П.П.Петухова, если бы каждый обед состоял только из одного холодного блюда, одного первого, одного второго и одного третьего? На столе у П.П.Петухова на этот раз были выставлены: из холодных блюд - студень с хреном, свежая икра, свежепросольная белужина; из первых – уха из стерлядей, щи с грибами; из вторых – осетрина жареная, теленок, жареный на вертеле; из третьих–арбузы, груши.(Ответ: 24.)

Задача.6.7. 

Продаются чайные чашки по 40 р., 50 р., 60 р., 70 р., 75 р. и блюдца по 32 р., 42 р., 58 р. Сколько различных наборов из одной чашки и одного блюдца можно составить? Какой набор будет самым дешевым (дорогим)? Могут ли оказаться два различных набора с одинаковой ценой? (Ответ: 15 наборов, самый дешевый набор - чашка за 40 р., блюдце за 32 р., самый дорогой - чашка за 75 р., блюдце за 58 р.,  с одинаковой ценой – 40+42 и 50+32, 50+42 и 60+32, 60+42 и 70+32.)

Указание. Для решения данной задачи необходимо составить дерево вариантов составления наборов, а затем посчитать их стоимости.

Задача 6.8. (О взвешивании монет.) 

Известна целая серия задач о взвешивании монет. Рассмотрим одну из них.

«Среди 6 монет находится одна фальшивая, но неизвестно, легче она настоящих или тяжелее. Среди этих монет из​вестна также одна настоящая монета. Необходимо с помощью двух взвешиваний на чашечных весах определить фальшивую монету». 

Решение. Занумеруем мо​неты, и пусть монета 6 — настоящая. Обозначим через F(A) вес монет, принадлежащих множеству А. Процесс определения фальшивой монеты с помо​щью двух взвешиваний изображен на рисунке 65.
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Рисунок 65.

Из рисунка видно, что в любом случае можно найти фальшивую монету за 2 действия (взвешивания).

Задача6.9. (О разбиении и композиции натуральных чисел.)
Задачи на разбиение натуральных чисел впервые решались еще в XVII веке Г.В.Лейбницем. Родственные им задачи и сейчас занимают важное место в современной комбинаторике.
Разбиение натурального числа – это его представление в виде суммы натуральных слагаемых. 

Пример 6.1.

Разбиение числа 3: 3=3, 3=2+1, 3=1+1+1;

Разбиение числа 4: 4=4, 4=3+1, 4=2+2, 4=2+1+1, 4=1+1+1+1.

Композиция натурального числа – это его «разбиение» с учетом порядка расстановки слагаемых. 

Так, число 5 может быть представлено в виде суммы 2+3 или 3+2. Обе эти записи обозначают одно и тоже разбиение, но две различные композиции. Ясно, что количество композиций для данного натурального числа больше количества его разбиений.

Пример 6.2. 

Композиции числа 3: 3=3, 3=2+1, 3=1+2, 3=1+1+1;

Композиции числа 4: 4=4, 4=3+1, 4=1+3, 4=2+2, 4=2+1+1, 4=1+2+1, 4=1+1+2, 4=1+1+1+1.

Две композиции считаются равными только в том случае, если они состоят из одинакового числа соответственно равных слагаемых, расположенных в одинаковом порядке.

Всевозможные композиции любого натурального числа n можно представить с помощью дерева, способ построения которого ясен из рассмотрения рисунка 66, где изображено такое дерево для случая n=5.

Число, которое представляется набором композиций для каждого соответствующего яруса дерева, на рисунке выделяется с помощью кружочка. Например, в ярусе 3 находим, следуя по вертикали сверху вниз, всевозможные композиции числа 3 в определенной очередности: 1+1+1, 1+2 и т.д. Число композиций при переходе от яруса k к ярусу k+1, как это видно на рисунке, удваивается (в каждую вершину входит одно ребро, а выходит в следующий ярус два), а при k=1 оно равно единице. Поэтому число композиций для произвольного яруса k равно 
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Рисунок 66.

§7. Деревья в теории вероятностей.

Еще в глубокой древности появились различные азартные игры. В Древней Греции и Риме широкое распространение получили игры в астрагалы, когда игроки бросали кости животных. Также пользовались популярностью игральные кости – кубики с нанесенными на гранях точками. Позднее азартные игры распространились и в средневековой Европе.

Эти игры подарили математикам массу интересных задач, которые потом легли в основу теории вероятностей.

Так, до середины XVII в. не было правильных методов решения задач «о дележе ставки» (как правило, играли на деньги: игроки делали ставки, а победитель забирал всю сумму; однако иногда игра прерывалась раньше финала, и возникал вопрос: «Как разделить деньги?»).

В 1654 г. между французскими математиками Блезом Паскалем и Пьером Ферма возникла переписка по поводу ряда комбинаторных задач, в том числе и задач «о дележе ставки». Оба ученых, хотя и несколько разными способами, пришли к верному решению, деля ставку пропорционально вероятности выигрыша всей суммы при продолжении игры. Нужно отметить, что до них никто из математиков вероятность событий не вычислял, в их переписке вероятность и комбинаторика впервые были научно обоснованы, и поэтому Паскаль и Ферма считаются основателями теории вероятностей.

Покажем на конкретном примере, как можно решать та​кие задачи, используя вероятностные деревья (рядом с каждым ребром графа исхо​дов некоторого испытания записана вероятность события, соответствующего на​чальной вершине ребра).
Задача 7.1. (задача Гюйгенса). 

В урне два белых и четыре черных шара. Один азартный человек держит пари с другим, что среди вынутых трех шаров будет ров​но один белый. В каком отношении находятся шансы спорящих?
Решение 1 (традиционное). 

В данном случае испытание - вынимание трех шаров, а событие, благоприятствующее одному из спорящих,  -  достать ровно один белый шар (обозначим его А).
Поскольку порядок вынимания трех шаров не имеет значения, то число всех  исходов можно найти как число сочетаний из 6 по 3, т. е. 
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Один белый шар можно достать в 
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Отсюда Р(А)=
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Следовательно, отношение шансов спорящих равно 3:2.
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Это стандартный способ решения данной задачи. Однако существует другой, более наглядный, способ решения данной задачи, который основывается на построении вероятностного дерева. 

Решение 2. 

Рисунок 67.

Составим вероятностное дерево исходов, где корневая вершина – начало испытания, а каждому ребру ставится в соответствие число (вес) - вероятность появления белого (не закрашенного) или черного (закрашенного) шара (рисунок ).
Мы получили, что вероятность события Р(А) - появление одного белого и двух черных шаров, равна
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Ответ: 3:2.
Задача 7.2. 

Какова вероятность, что при двукратном бросании игральной кости:

а) оба раза выпадет единица;

б) хотя бы один раз выпадет единица?

Решение. 

Построим дерево согласно условию. Ярус дерева показывает номер соответствующего события: 1-й ярус – не бросалась ни одна кость, 2-й ярус – бросалась одна кость, 3-й ярус – две и т.д.
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Рисунок 68.

а) Вес каждого ребра будет равен 1/6. 
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б) Вес каждого ребра будет равен 1/6. Вероятность того, что выпадет две единицы равна   
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, и т.д. Таким образом, вероятность того, что хотя бы один раз выпадет единица, равна:
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Задача 7.3. 

В XVII в. жил во Франции страстный игрок в кости шевалье де Мерэ. Ему хотелось разбогатеть при помощи игры в кости, и для этого он придумывал различные усложненные правила игры. Однажды де Мерэ придумал следующее правило игры в кости: игральная кость бросается четыре раза; шевалье бился об заклад, что при этом хотя бы один раз выпадет шесть очков.

Решение. 

Т. к. при каждом бросании игральной кости имеется шесть различных возможностей, то при четырех бросаниях кости число различных равновозможных случаев будет 6·6·6·6=1296. Но среди этих 1296 случаев будет 5·5·5·5=625 таких, когда шесть не появится ни разу, а в 1296-625=671 случае хотя бы один раз из четырех выпадет шестерка. Следовательно, вероятность выпадения хотя бы одной шестерки при четырех бросках равна 
[image: image72.wmf]1296

671

, что больше 
[image: image73.wmf]2

1

. И чем больше шевалье де Мерэ играл, тем больше выигрывал. 

Замечание. Попросить учащихся построить дерево исходов дома самостоятельно.
Задача 7.4. 

Слово «МАТЕМАТИКА» разделено на отдельные буквы, из них произвольным образом отбираются и выкладываются по порядку четыре буквы. Какова вероятность получения слова «МАМА»?
Решение. Составим вероятностное дерево исходов, где корневая вершина соответствует началу испытания, а вес ребра - вероятность появления следующей буквы:
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Рисунок 69.

Вероятность получения слова «мама» -  
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Задача7.5.

Слово «СОЕДИНЕНИЕ» разделено на отдельные буквы, из них произвольным образом отбираются и выкладываются по порядку четыре буквы. Какова вероятность получения слова «НОС»? Ответ: 
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Задача 7.6.

Из пяти букв разрезной азбуки составлено слово «КНИГА». Неграмотный
мальчик перемешал буквы, а потом наугад их собрал. Какова вероятность того, что он
опять составил слово «КНИГА»? Ответ: 
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Задача 7.7.

Какова вероятность того, что при двух бросаниях монеты хотя бы один раз выпадет «орел»? Ответ: 
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Задача 7.8.

Два мальчика бросают монету 3 раза каждый. Выигрывает первый, если выпадет
два орла и одна решка, а второй - если три орла. У кого больше шансов выиграть?

Ответ: у первого.

Задача 7.9.

В пруду водится 4 окуня, 5 карасей и З щуки. Какова вероятность того, что среди
двух пойманных рыбаком рыб будет а) одна ​- щука, другая - окунь; б) обе – караси.

Ответ: а) 
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Глава II. Методика организации факультативного курса «Деревья»
§ 1. Анализ школьных учебников с точки зрения исследуемой проблемы.

Проанализировав школьные учебники, можно сделать вывод, что теория графов вообще и деревья в частности уже используется в некоторых разделах математики. Однако  она носит в основном вспомогательный характер, т. е. используется для решения некоторых задач, для отработки алгоритмизации действий или для наглядного объяснения того или иного правила, и лишь в немногих учебниках представлена как самостоятельная тема.
Учебник Н. Я. Виленкина и др. для 5 класса [17] содержит много увлекательных исторических фактов, старинных задач, рисунков, помогающих решить задачу или иллюстрирующих важные моменты изучаемого материала. Несомненно, это благоприятно повлияет на формирование познаватель​ного интереса учащихся.
В учебнике есть задачи с использованием деревьев.

Пример:
1.Запишите трехзначные числа, для записи которых употребляются только цифры 1,2.

Решение.В записи числа на первом слева месте (в разряде сотен) может стоять цифра1 или 2:       [image: image81.png]


или   [image: image82.png]


 .

На втором месте (в разряде десятков) в каждом случае также одна из двуз цифр-1 или 2:
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 Рисунок 1
На третьем месте (В разряде единиц)в каждом из полученных четырех случаев также можно записать либо 1, либо 2:
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 Рисунок 2
Получили восемь чисел:111,112,121,122,211,212,221,222. ([17],упр.11, с. 9)

2.Решить , используя аналогичный алгоритм. Запишите все трехзначные числа, для записи которых употребляются только цифры 0 и 7.Найдите сумму всех чисел и разделите ее на 211. . ([17],упр. 12, с. 10).

3.Сколько трехзначных чисел можно составить из цифр 2, 4, 6, 8, если цифры в записи не повторяются?

Решение. Первой цифрой числа может быть любая из четырех данных цифр, второй-любая из трех других, а третьей - любая из двух оставшихся. Получается:
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 Рисунок 3
Всего из данных цифр можно составить 4×3×2=24трехзначных числа. ([17],упр. 228, с. 42).

4.Из села Аникеево в село Большово ведут четыре дороги, а из села Большово в село Виноградово -три дороги. Сколькими способами можно добраться из Аникеево в Виноградово из село Большово?
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 Рисунок 4
Решение. Если из А в Б добраться по 1-ой дороге, то продолжить путь есть три способа:
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Рисунок 5
Точно также рассуждая, получаем по три способа продолжить путь, начав добираться и по 2-ой, и по 3-ей, и по 4-ой дороге. Значит , всего получается 4×3=12 способов добраться из Аникеева в Виноградово. . ([17],упр. 388, с. 66).

5.Семье, состоящей из бабушки, папы, мамы, дочери и сына, подарили 5 разных чашек. Сколькими способами можно разделить чашку между членами семьи. . ([17],упр. 694, с. 111).В этих задачах присутствует пропедевтика теории вероятности.

В этом учебнике теория графов применяется в однотипных ситуациях и в неявной форме. Например, для наглядного изображения правил сложения и его свойств, для формирования представления о действии обратном данному. 

 Пролистывая учебник, можно встретить графы  в задачах, направленных на отработку алгоритмизации действий при вычислении значения того или иного выражения, заданного блок-схемой, либо на развитие арифметической культур
 Пример:   Составьте уравнение по схеме и решите его [17]:
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Рисунок 6.

Данная схема является ни чем иным как ориентированным графом, который носит специальное название - дерево.

Пример:  

1.
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Рисунок 7

 ([17],упр. 272 a), с. 49).

2.В учебнике 5 класс , 2 часть в заданиях восстановите цепочку вычислений мы видим включение алгоритмической структуры «ветвление», входит условие «если», в зависимости от выполнения или невыполнения которого реализуется та или иная последовательность(серия ) команд.
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Рисунок 8

 ([17],упр. 1186 , с. 63).

В учебнике Зубарева И.И., Мордкович А.Г. 5 класс [26] теория графов применяется здесь в однотипных ситуациях ,в задачах направленных на отработку алгоритмизации действий при вычислении значения того или иного выражения, для развития арифметической культуры учащихся. 
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Рисунок 9.

В учебнике Нурка Э.Р, Тельгмаа А.Э. для 5 класса [52], в разделе задач повышенной сложности встречаются упражнения, которые можно решить с использованием деревьев.

Пример:

1. Продаются чайные чашки по 75 к., 70 к., 60 к., 50 к., 40 к. и блюдца по 58 к., 42 к., 32 к. Сколько различных наборов из одной чашки и одного блюдца можно составить? Какой набор будет самым дешевым (дорогим)? Могут ли оказаться два различных набора с одинаковой ценой? ([52], с. 224)

2. Сколько существует различных чисел, запись которых содержит хотя бы один нуль? ([52], с. 194)
           Учебник С. М. Никольского и др. для 5 класса [46] является первой попыткой в решении проблемы применения теории графов при реше​нии математических задач. Этот учебник отличает, прежде всего, наличие параграфов отмеченных знаком звездочка и посвященных решению нестандартных математиче​ских задач с применением данной теории, однако сама теория в содержании полностью отсутствует. Заканчивая изучение математики по системе С. М. Никольского, учащиеся обладают творческим мышлением, значительным показателем познавательного интере​са, могут решить одну задачу различными способами, но не владеют теоретическим материалом, т. е. не знают определений и свойств математических объектов которыми пользуются при решении задач.
Аналогичная ситуация возникает при решении задач на перебор всех возможных вариантов, которые могут быть решены методом построения деревьев. Однако само понятие дерева не дается.
Пример: 

1. Сколько трехзначных чисел можно записать, используя цифры 1, 2 и 3 без повторения?
Перейдем к учебнику под редакцией Г.В. Дорофеева, И.Ф. Шарыгина для 5 класса [38]. В этом учебнике содержится небольшой блок по теории графов, в частности,  рассматривается решение комбинаторных задач с помощью дерева возможных вариантов, вводится понятие корня дерева. Причем предлагаются задания  двух уровней сложности: уровень А – обязательные, уровень Б – более сложные.

Пример:

1. В костюмерной танцевального кружка имеются желтые и зеленые кофты, а также синие, красные и черные брюки. Сколько различных костюмов можно из них составить? ([38], ур. А, с. 52)

2. Сколькими способами три друга  могут разделить между собой  два банана, две груши и два персика так, чтобы каждый получил по два каких-нибудь плода? ([38], ур. Б, с. 54)

Анализ учебников для 6 класса показывает, что ситуация с точки зрения изучения деревьев, здесь  аналогична учебникам для 5 класса. 

В учебнике Н.Я. Виленкина и др. для 6 класса [19], например, по-прежнему не дается никаких явных определений теории графов, а деревья применяются в виде блок-схем   при  изучении признаков делимости чисел, простых и составных чисел. 

Пример:

1. Найдите пропущенные числа:
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Рисунок 10.

2. Найдите пропущенные числа, если а=33, 42, 75.
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Рисунок 11.

Также деревья применяются как иллюстрации разложения числа на простые множители:
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Рисунок 12.

В рубрике развития внимательности и сообразительности мы найдем задачу, имеющую непосредственное отношение к теории графов - задача о Кенигсбергских мостах, которую когда-то решал Эйлер.

Задача 1. 

На озере находится семь островов, которые соединены между собой так, как показано на рисунке 2. На какой остров должен доставить путешественников катер, чтобы они могли пройти по каждому мосту и только один раз? Почему нельзя доставить путешественников на остров А?
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Рисунок 13.

Задача 2

Государственные флаги многих стран состоят из горизонтальных или вертикальных цветов. Сколько существует различных флагов, состоящих из двух горизонтальных полос одинаковой ширины и разного цвета-белого, красного и синего.

Решение. Пусть верхняя полоса флага- белая(Б).Тогда нижняя полоса может быть красной(К) или (С)синей. Получили две комбинации -два варианта флага. 

Если верхняя полоса флага (К),то нижняя может быть (Б) или (С).Пусть , наконец, верхняя полоса -(С), тогда нижняя может быть (Б) или (К).Еще два варианта флага.

Всего получили 3×2=6 комбинаций- шесть вариантов флага(см.рисунок 14)

Рисунок 14.
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Для решения задачи рассмотрены все возможные варианты расположения цветных полос на флаге(все возможные комбинации).Пропедевтика решения комбинаторных задач.
Выделяется в ряду прочих учебник под редакцией Дорофеева Г.В., Шарыгина И.Ф. для 6 класса [39]. Здесь рассматриваются элементы комбинаторики, правило умножения и возможность применения дерева возможных вариантов при решении комбинаторных задач, а также изучаются элементы теории вероятности, вводится понятие «дерево исходов». Задачи, как и в учебнике для 5 класса тех же авторов, разбиты на два блока по уровню сложности, приведем примеры некоторых задач из этого учебника.

Пример:1. Туристическая фирма планирует посещение туристами в Италии трех городов: Венеции, Рима, Флоренции. Сколько существует вариантов такого маршрута? ([39], с. 248)

2. Восемь друзей обменялись рукопожатиями. Сколько всего было сделано рукопожатий? ([39], с. 250)

3. Какова вероятность того, что при двух бросаниях монеты хотя бы один раз выпадет «орел»? ([39], с. 403)

Если же обратится к учебникам по математике для 7-9 классов [3-5], [7], [20], [35‑37], [43], [44], [48-50], где происхо​дит деление на алгебру и геометрию, то оказывается, что теория графов, безусловно, большее применение находит в последней. Здесь среди существующих на сегодняшний день учебников, сточки зрения исследуемой проблемы, резко выделяется, вышедший в 2001 году учебник И. М. Смирновой, В. А. Смирнова «Геометрия 7 - 9». [59] Его отличие от дру​гих ранее проанализированных учебников в том, что не только приводятся задачи, ре​шение которых предполагает применение элементов теории графов, но и три параграфа отводятся на изучение теоретического материала по данной теме. В параграфе  «Графы», дается определение и приводятся примеры, рассказывается история возникновения теории графов, вводится понятие уникурсального (эйлерова) графа и рассказывается биография одного из величайших матема​тиков - Леонарда Эйлера.  Следующий параграф - «Теорема Эйлера» - начинается со старинной задачи о трех домах и трех колодцах, далее дока​зывается теорема Эйлера и с ее помощью решается поставленная задача. Еще один параграф этого учебника посвящен проблеме четырех красок. Весь материал изложен в доступной для школьников форме, содержит много исторического материа​ла, а задачи носят занимательный характер, это способствует развитию познавательно​го интереса у учащихся, повышению их общей математической культуры.
Что же касается остальных действующих учебников по алгебре и геометрии для общеобразовательных классов, то, как это ни печально,  практически ни в одном из них нет и намека на возможность применения элементов теории графов при решении каких‑либо задач. Лишь в некоторых учебниках для 9 класса в рамках изучения темы «Прогрессии» встречаются задачи, которые могут быть решены с помощью деревьев.([5], с.125; [50], с. 147; [37], с. 92) В основном, присутствуют лишь краткие сведения о великих математиках. Но ведь практически каждая задача по теории графов носит занимательный характер, следовательно, отсутствие этих задач может плачевно сказаться на интересе учащихся к предмету.

Иная ситуация в учебнике Н.Я. Виленкина и др. для учащихся 9 класса с углубленным изучением математики. [20] В нем выделена глава «Элементы комбинаторики и теории вероятностей». Здесь рассматриваются понятия размещения, перестановки, сочетания элементов, правило произведения и дерево вариантов в решении комбинаторных задач. Приводятся примеры вероятностных задач, опытов с конечным числом равновозможных исходов, используется понятие дерева исходов ([20], с. 339-340). 

Аналогично в учебнике Макарычев Ю.Н., Алгебра 9 класс, изданный в 2010г.[32] имеется глава «Элементы комбинаторики и теории вероятностей». В задаче: «Сколько трехзначных чисел можно составить из цифр 1, 3, 5, 7, используя в записи числа каждую из них не более одного раза», при решении проведен перебор вариантов, который проиллюстрирован на схеме, называемой деревом возможных вариантов([32], стр. 172-173).

В учебника Мордковича А.Г., Алгебра 9 класс-2005 г.[45]также присутствует глава «Элементы комбинаторики, статистики и теории вероятностей». Здесь вводится также понятие –«дерево возможных вариантов»

Примеры.

1.Из цифр 2, 4, 7 сколько всего чисел можно составить([45], с. 182).

2. «Свободный вечер можно провести так…»пойти прогуляться к реке, на площадь, или в парк и потом пойти в гости к Вите или к Вике. А можно остаться дома, сначала посмотреть телевизор или почитать книжку, а потом поиграть с братом или разобраться, наконец, у себя на письменном столе. Нарисовать дерево возможных вариантов. ([45], с. 184).Всего 10 вариантов.

Рисунок 15.
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           3.Иллюстрация правила умножения для нахождения числа всех возможных исходов независимого проведения двух испытаний А и В дана через дерево вариантов  ([45], стр. 186).

4.Дерево вариантов используется здесь при решении простейших вероятностных задач. Монету подбрасывают три раза. Какова вероятность , что все три раза выпадет решка.

Решение. Всего восемь возможных исходов: ООО, ООР, ОРО, ОРР, РОО, РОР, РРО, РРР.                                                       Рисунок 16.
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«Решка» выпадет три раза только в одном из восьми исходов. Значит , искомая вероятность равна 1/8=0,125. ([45], стр. 213.).

Примеры графов-деревьев мы можем найти в учебном пособии Тюрин Ю.Н. и др. «Теория вероятности и статистика»[63].

Пример.

1.Красная Шапочка несет пирожки от мамы к бабушке через темный лес. На рисунке изображена схема дорожек в лесу. На каждой развилке Красная шапочка наудачу выбирает одну из дорожек и идет по ней дальше. К дому бабушки ведет только один верный путь. Остальные приводят в болото или к Волку. Найдите вероятность того, что Красная Шапочка благополучно дойдет до бабушки.( [63],  с. 138)
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Рисунок 17.

Анализ учебников по математике для основной школы позволил сделать вывод о том, что задачи, при решении которых представляется воз​можным использование теории графов, в частности, деревьев, в большей или меньшей степени, все же при​сутствуют в действующих учебниках. В основном это упражнения, в которых представ​лены блок-схемы, наглядные рисунки, исторические задачи, задачи на восстановление числовых выражений.

Если обратиться к учебникам для старшей школы, то мы увидим, что в рассмотренных пособиях теория графов представлена минимально. Исключением является учебник Смирновой И.М., Смирнова В.А. «Геометрия 10-11» для естественнонаучного профиля обучения [60]. Здесь в п.20 «Приложение теоремы Эйлера» рассматривается понятие уникурсального графа, изложена история возникновения теории графов (задача о кенигсбергских мостах, задача о четырех красках), биография Л. Эйлера.

Таким образом, на уроках графы можно использовать как вспомогательное средство, для облегчения процесса обуче​ния математике и подготовки учеников младших классов к восприятию сложных тем в старших. Уже в пятом классе можно ввести понятие графа  и предложить задачи, которые не требуют дополнительных знаний, но носят про​педевтический характер, а затем продолжить вводить некоторые понятия теории графов. Понятие дерева, например, на уроках может оказаться очень полезным при введении различных алгоритмов решения задач, элементов комбинаторики и теории вероятностей. [41] 

Более глубокое изучение элементов теории графов и, в частности деревьев,  предполагающее введение не только определений, но и свойств объектов, связанных с ними теорем, , лучше проводить в старшей школе, всвязи с  психологическими особенностями и теоретической подготовкой учащихся старшей школы(в рамках факультатива). 

§2. Методические рекомендации для учителя по проведению 

факультативного курса.

Приведем примерное поурочное планирование факультативного курса и методические рекомендации по каждому занятию.

§1. Основные понятия и определения теории графов. (3 часа)

Занятие первое

Основной целью занятия является введение и закрепление определения графа и некоторых связанных с ним понятий.

На занятии рассматриваются задачи 1.1-1.2, подводящие к понятию графа и демонстрирующие удобство применения графов при решении задач. Формулируется определение графа. Рассматриваются основные понятия, связанные с ним: вершина и ребро графа, изолированная и висячая вершина. На закрепление этих понятий направлены задания 1.1-1.4. Это минимальный набор упражнений, дополнительные задания к занятию можно найти в приложении 2.

Домашнее задание. 

1, 4 б), г), е), 7 б) (см. приложение 2) 

Индивидуально: 1. Сообщение «Леонард Эйлер. Задача о кенигсбергских мостах»

                             2. Сообщение «История возникновения теории графов»

При подготовке докладов можно использовать литературу [12], [15], [59], [58], [69], приложение №1  или электронные материалы к курсу (см. приложение 4).  

Занятие второе.

Основная цель – ввести и закрепить понятия степени вершины графа, пути, цикла; познакомить учащихся с историей возникновения теории графов и биографией ее основателя – Л. Эйлера.

Занятие начинается с изучения понятия степень вершины графа, доказательства теоремы о связи между степенями вершин графа и числом его ребер. Решаются задания 1.5-1.6. Затем вводится понятие пути в графе и длины пути, которые закрепляются с помощью примеров и заданий 1.7, 1.8; далее дается определение и приводятся примеры цикла и длины цикла, выполняются задания 1.9, 1.10. 

В заключение занятия целесообразно прослушать сообщения, заданные учащимся на предыдущем занятии.

Домашнее задание.

7 б), 8 а), в) (см. приложение 2)
Занятие третье.
Повторить: определение пути в графе.

Основная цель – формирование понятия связности графа, моста в графе.

На третьем часе вводится понятие связности графа, которое – как  показала опытно-экспериментальная проверка – вызывает сложности в понимании учащимися, поэтому требует особого внимания. К тому же понятие «связность графа» необходимо для успешного усвоения центрального понятия курса – дерева. Закрепление этого понятия осуществляется с помощью заданий 1.11, задачи 2.5-2.7(см. приложение 2). Затем разбирается операция удаления ребра, дается определение моста, закрепление которого происходит на примерах и с помощью задания 2.8(см. приложение 2). В конце занятия рассматриваются теоремы – критерии того, когда ребро является мостом. (Доказательства рассматриваются по усмотрению учителя. Доказательства всех трех критериев проводятся схожим образом, поэтому доказательство одного из них необходимо объяснить учителю. Другое – нужно дать учащимся доказать самостоятельно на уроке (задавая наводящие вопросы), а затем проверить на доске. Оставшееся свойство можно оставить в качестве домашнего задания.теоремы1.2-1.4(см. приложение 2).
Домашнее задание.

10, 11 (см. приложение 2)

§2. Деревья. (2 часа)

Занятие первое.
Повторить: понятие связный и несвязный граф, цикл.

Основной целью является формирование центрального понятия курса – дерево и лес, развитие умения доказывать простейшие теоремы теории графов.

На занятии вводится определение дерева и леса, выполняются задания 2.1‑2.6. На этом же занятии доказываются теоремы 2.1 и 2.2.

Домашнее задание.

12, 13 б), в), 14 б), г) (см. приложение 2)

Индивидуально: сообщение «Деревья и подсчет числа изомеров» по [12] с.90, [41].

Занятие второе.

Основная цель – развитие умений учащихся проводить доказательства, оперируя понятиями теории графов.

Занятие начинается с решения задания 2.7, а затем формулируется теорема 2.3. Доказательство этой теоремы достаточно сложно и требует хорошей математической подготовки, поэтому можно его предлагать или нет на усмотрение учителя. После чего выполняется задание 2.8.  В качестве дополнительных заданий к уроку можно использовать задания приложения 2. 

В заключение занятия прослушать сообщение «Деревья и подсчет числа изомеров»

Домашнее задание.

Подготовка к проверочной работе.

Проверочная работа №1. (1 час)

См. приложение №3.

Анализ проверочной работы №1 (1 час)
§3. Остовные деревья. (2 часа)

Занятие первое.

Повторить: определение дерева, связного графа, цикла.

Основная цель – формирование понятий остовной подграф, остовное дерево, минимальное остовное дерево.

На занятии решается задача 3.1, на основе которой вводится понятие подграфа. Затем формулируется определение остовного подграфа, остовного дерева, минимального остовного дерева. Выполняются задания 3.1-3.5.

Домашнее задание.

16, 18 (см. приложение 2)

Занятие второе.

Повторить: определение минимального остовного дерева, понятие вес ребра.

Основная цель – формирование умения применять минимальные остовные деревья при решении задач, умения действовать по определенному правилу, развитие внимания.

На занятии формулируется правило построения минимального остовного дерева по произвольному взвешенному графу, рассматриваются содержательные задачи, для решения которых нужно строить минимальное остовное дерево (задачи 3.3, 3.4). Дополнительные задания по теме имеются в приложении 2.

Домашнее задание.

Задача 3.4 б);

19, 20 (см. приложение 2)

Индивидуально: доклад «Крестики и нолики», подготовленный по [12] с103.

§4. Задача об отыскании кратчайшего пути. (1 час)

Повторить: понятие вес ребра. 

Основная цель – формирование понятия ориентированного графа, умения применять деревья для нахождения кратчайшего пути в графе.

Вводится понятие ориентированного ребра, ориентированного и неориентированного графа. Закрепление происходит с помощью примеров и задания 4.1. Затем формулируется правило построения дерева по произвольному исходному ориентированному графу. Решается задача 4.1 для случаев, когда ребра данного в задаче

 графа не являются и являются взвешенными.  Приводятся примеры задач, в которых дан план местности, и нужно найти кратчайший путь из одного пункта в другой, решаемые с применением деревьев.

Домашнее задание.

Задачи 4.2, 4.3.

§5. «Сколько корней у дерева?»  (1 час)

Материал этого параграфа достаточно сложен для понимания  и рекомендуется для учащихся с хорошей общеучебной и математической подготовкой. 

На занятии дается определение расстояния между двумя вершинами графа, диаметра и радиуса, а также корневой вершины графа. Для закрепления введенных понятий используются примеры, а также задания 5.1, 5.2 (а, б), 5.3, 5.4 (а), 5.5 (а, в, д). Доказывается теорема о количестве корневых вершин дерева.

Домашнее задание.

Задачи 5.2 (в, г), 5.4 (б), 5.5 (б, в, г).

Проверочная работа №2. (1 час)

См. приложение 3.

Анализ проверочной работы №2 (1 час)
§6. Деревья и комбинаторика. (2 часа)

Материал данного параграфа предполагает, что учащиеся знакомы с основными понятиями  и формулами комбинаторики. В противном случае, учитель может провести дополнительные 1-2 занятия «Введение в комбинаторику», подготовившись, например, по [18], [20], [30], [34].

Первое занятие.

Повторить: определения и формулы для числа перестановок, сочетаний и размещений элементов некоторого множества.

Основная цель – формирование умения применять деревья при решении комбинаторных задач.

Начинается рассказом, приводящим к понятию перестановки элементов некоторого множества. Затем приводятся примеры использования деревьев для нахождения числа перестановок и размещений элементов некоторого множества и решаются задачи 6.1-6.7 – это набор-минимум заданий. Упражнения в данном пункте направлены на составление различных комбинаций и подсчет чис​ла возможных вариантов этих комбинаций с помощью деревьев. Дополнительные задания по теме см. приложение 2.

На этом занятии может быть использована страница «Формулы комбинаторики» электронных материалов к курсу.

Домашнее задание.

22, 23, 24 (см. приложение 2)

Второе занятие.

Повторить: определения и формулы для числа перестановок, сочетаний и размещений элементов некоторого множества.

Основная цель – закрепление умения применять деревья при решении комбинаторных задач.

 На этом занятии разбираются две более сложные комбинаторные задачи: 6.8 – о взвешивании монет и 6.9 – о разбиении и композиции натурального числа. Дополнительные материалы  к занятию можно найти в [11].

Домашнее задание.

25, 26, 30 б), доп.29*  (см. приложение 2)

§7. Деревья в теории вероятностей. (2 часа)

Материал данного параграфа предполагает, что учащиеся знакомы с основными понятиями теории вероятностей. В противном случае, учитель может провести дополнительные 1-2 занятия «Введение в теорию вероятностей», подготовившись, например, по [8], [30], [33], [67]. 

Занятие первое.

Повторить: основные понятия теории вероятностей (равновозможные, совместимые и несовместимые события), основные формулы комбинаторики.

Основная цель – формирование умения применять деревья при решении вероятностных задач.

На занятии  дается краткая историческая справка о возникновении и развитии теории вероятностей. Решить задачи 7.1, 7.2 (а, б), 7.4 с использованием вероятностного дерева. 

Домашнее задание.

32, 33 весь, (см. приложение 2)

Индивидуально: сообщение «Некоторые старинные задачи о случайном», подготовленный по [14].
Занятие второе.

Основной целью занятия является закрепление умения решать задачи теории вероятностей с помощью вероятностных графов.

Занятие целесообразно начать с выступления учащегося, подготовившего сообщение «Некоторые старинные задачи о случайном», а затем решить задачу 7.3. Для достижения основной цели занятия решить задачи  7.5-7.6.

Домашнее задание.

Построить вероятностное дерево к задаче 7.3.

Задачи 31, 34 (а), в)) (см. приложение 2) 

Проверочная работа №3. (1 час)

См. приложение №3.

Анализ проверочной работы №3 (1 час)
(Итоговое занятие. (1 час))

На этом занятии учитель вместе с учащимися обобщает  пройденный материал, подводит итоги совместной работы.

Итак, примерное поурочное планирование факультативного курса «Деревья» составляют около 20 ч.
 Основные понятия и определения теории графов. (3 часа)

 Деревья. (2 часа)

Проверочная работа №1. (1 час)
Анализ проверочной работы №1 (1 час)
Остовные деревья. (2 часа)

Задача об отыскании кратчайшего пути. (1 час)

 «Сколько корней у дерева?»  (1 час)

Проверочная работа №2. (1 час)
Анализ проверочной работы №2 (1 час)

 Деревья и комбинаторика. (2-4 часа)

 Деревья в теории вероятностей. (2-4 часа)

Проверочная работа №3. (1 час)
Анализ проверочной работы №3 (1 час)

 Итоговое занятие. (1 час)
§3. Опытно-экспериментальная проверка разработанного

 факультативного курса.

Опытно-экспериментальная проверка материалов факультативного курса «Деревья» проводилась в 2008/2009 учебном году в школе № 297 г. Москвы.

Были поставлены следующие задачи:

1. Проверить доступность материалов факультатива и качество их усвоения.

2. Проверить эффективность содержания и методики организации курса с точки зрения решения образовательных, воспитательных и развивающих целей обучения.

3. Скорректировать программу факультативного курса.

4. Решение поставленных задач осуществлялось в ходе проведения факультативных занятий с учащимися десятых классов (14 человек).
В ходе проведения эксперимента выяснилось, что для учащихся десятых классов некоторые задания не вызывают интереса из-за очевидности их решения, другие – напротив,  слишком сложные.

 Например, простые комбинаторные задачи, требующие найти число перестановок и размещений некоторого числа элементов, учащиеся решали  быстро, используя соответствующие формулы комбинаторики. Таким образом, чертить деревья не было необходимости. В связи с чем, количество таких задач в курсе было сокращено (задачи 6.1, 6.2, 6.3, 6.4), а оставшиеся – используются лишь с целью демонстрации использования деревьев при решении комбинаторных задач, и подготовки учащихся к решению более сложных задач комбинаторики (задачи 6.8, 6.9)

с применением деревьев.

С другой стороны, сложным для понимания оказалось понятие связности графа.

Самой распространенной была следующая ошибка учащихся: они считали граф связными, если каждые две вершины соединены ребром и несвязными, если хотя бы две – не соединены. Многие говорили, что граф связный, если не содержит изолированных вершин. Это заставило обратить особое внимание на данное понятие и включить дополнительные задания по теме.

Неоднозначным оказалось отношение ребят к задачам, подводящим к теории графов. Математически подготовленные учащиеся рассуждали логически, не прибегая к построению графа (задачи 1.1, 1.2). 

Беседы с учащимися и анализ результатов показали: повысилась заинтересованность математикой. Они обращались с вопросами, ответы на которые расширяли и углубляли знания не только по предмету, но и в области других наук (например, в информатике). С особенным интересом изучали такие темы факультатива, как «Остовные деревья» (в которой решались задачи экономического толка), «Задача об отыскании кратчайшего пути», , некоторые вероятностные и комбинаторные задачи. Много внимания привлек доклад «Некоторые старинные задачи о случайном».

В качестве контроля уровня усвоения изученного материала были предложены три проверочные работы (см. приложение 3).

Результаты представлены в таблицах 1, 2 и 3:

Таблица 1.

	Номер задания
	Решили верно (чел/ %)
	Решили неверно (чел/ %)

	1
	14/100
	-

	2
	11/78,57
	3/21,43

	3
	14/100
	-

	4
	12/85,71
	2/14,29

	5
	14/100
	-

	6
	12/85,71
	2/14,29


Таблица 2.

	Номер задания
	Решили верно (чел/ %)
	Решили неверно (чел/ %)
	Не решали (чел/ %)

	1
	13/92.86
	1/7,14
	-

	2
	12/85.71
	2/14,28
	-

	3 а)
	11/78,57
	2/14,28
	1/7,14

	3 б)
	12/85.71
	1/7,14
	1/7,14

	4
	8/57,14
	2/14,28
	4/28,57


Таблица 3.

	Номер задания
	Решили верно (чел/ %)
	Решили неверно(чел/ %)
	Не решали (чел/ %)

	1
	13/92.86
	1/7,14
	-

	2
	12/85.71
	1/7,14
	1/7,14

	3
	12/85.71
	2/14,28
	-

	4
	11/78,57
	1/7,14
	2/14,28


Результаты проверочных работ оказались следующими (табл. 4):

Таблица 4.

	Номер работы
	Оценка
	Количество(чел/ %)

	1
	5
	8/57,14

	
	4
	5 /35,71

	
	3
	1/7,14

	
	2
	-

	2
	5
	5 /35,71

	
	4
	6 / 42,86

	
	3
	3 /21,42

	
	2
	-

	3
	5
	7 /

	
	4
	5 /35,71

	
	3
	2/14,28

	
	2
	-


Результаты опытно-экспериментальной проверки позволили сделать выводы:

1. Разработанные материалы могут быть рекомендованы как основа для проведения факультативных занятий в старшей школе.

2. Содержание факультативного курса доступно и может быть усвоено на хорошем уровне.

3. Задачи, предложенные в курсе, способствуют развитию мышления и внимания, самостоятельности и активности учащихся, их интереса к математике, информатике и другим наукам.

В ходе проверки сформированная вначале программа факультатива изменялась и корректировалась согласно получаемым результатам.

Окончательная программа факультативного курса «Деревья» включила в себя:

§1. Основные понятия и определения теории графов.

Параграф начинается с задач, подводящих к определению графа. Затем рассматриваются такие понятия, как висячие и изолированные вершины, степень вершин графа, путь и цикл, связный и несвязный граф, мост. Приводятся примеры и задания, формулируются и доказываются некоторые теоремы, связанные с этими понятиями. 

§2. Деревья.

В этом параграфе даны определения дерева и леса, приведено много задач на отработку и закрепление этих понятий. Здесь же доказывается три теоремы о деревьях, в том числе, о количестве ребер дерева на n вершинах. 

§3. Остовные деревья.

Вводится  понятие подграфа, остовного подграфа, остовного дерева, минимального остовного дерева. Формулируется правило построения минимального остовного дерева  на взвешенном графе. Рассматриваются примеры задач экономического характера, решение которых требует построения минимального остовного дерева. 

§4. Задача об отыскании кратчайшего пути.

Здесь вводится понятие ориентированного ребра, ориентированного и неориентированного графа. Формулируется правило построения дерева по произвольному исходному ориентированному графу. Приводятся примеры задач, в которых дан план местности, и нужно найти кратчайший путь из одного пункта в другой, решаемые с применением деревьев.

§5. «Сколько корней у дерева?»

Вводится определение расстояния между двумя вершинами графа, диаметра и радиуса,  корневой вершины графа. Доказывается теорема о количестве корневых вершин дерева.

§6. Деревья и комбинаторика.

Параграф начинается с небольшого рассказа, приводящего к комбинаторике. Затем приводится решение комбинаторных задач с использованием деревьев, в том числе рассматриваются достаточно сложные комбинаторные задачи о взвешивании монет и разбиении и композиции натуральных чисел.

§7. Деревья в теории вероятностей.

Приводится короткая историческая справка по истории возникновения и развития теории вероятностей. Приводятся примеры исторических и других вероятностных задач, решаемых с помощью построения вероятностного дерева.

Таким образом, можно считать, что задачи опытно-экспериментальной проверки, а также цели работы в целом, достигнуты.

Заключение.

В результате проведенного теоретического и опытного исследования в соответствии с его целями и задачами получены нижеследующие основные результаты и выводы.

Выявлен уровень использования понятий теории графов в школьных учебниках на настоящий момент. 

Разработано содержание факультативного курса «Деревья», а также методические рекомендации по его проведению, т. е. достигнута цель исследования.

Проведена опытно-экспериментальная проверка разработанной методики в 10 классах школы № 297 г. Москвы, позволившая подобрать наиболее оптимальное содержание курса для учащихся старшего возраста. Опытная проверка показала, что материалы факультативного курса способствуют раскрытию индивидуальных возможностей учащихся, повышению уровня их общей математической культуры. Кроме того, отдельные понятия и темы курса могут быть использованы на уроках математики и информатики.

Созданы электронные материалы «Факультативный курс “Деревья”» в поддержку факультативного курса, которые могут быть использованы как на уроках, так и для самостоятельной работы учащихся.

Среди возможных направлений дальнейшей работы можно указать разработка занятий по темам   «Деревья и теория игр», «Число деревьев с пронумерованными вершинами»;разработку методики применения деревьев на уроках информатики, а также материалов к факультативному курсу «Деревья в программировании». 
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Приложение 1.

История возникновения теории графов.

Задача о кенигсбергских мостах.

Родоначальником теории графов принято считать математика Леонарда Эйлера (1707‑1783). Историю возникновения этой теории можно проследить по переписке великого ученого. Вот перевод латинского текста, который взят из письма Эйлера к итальянскому математику и инженеру Маринони, отправленного из Петербурга 13 марта 1736 года: 

"Некогда мне была предложена задача об острове, расположенном в городе Кенигсберге и окруженном рекой, через которую перекинуто семь мостов. Спрашивается, может ли кто-нибудь непрерывно обойти их, проходя только однажды через каждый мост. И тут же мне было сообщено, что никто еще до сих пор не мог это проделать, но никто и не доказал, однако, достойным внимания тем, что для его решения недостаточны ни геометрия, ни алгебра, ни комбинаторное искусство... После долгих размышлений я нашел легкое правило, основанное на вполне убедительном доказательстве, с помощью которого можно во всех задачах такого рода тотчас же определить, может ли быть [image: image180.png]BN



coвершен такой обход через какое угодно число и как угодно расположенных мостов или не может. Кенигсбергские же мосты расположены так, что их можно представить на следующем рисунке (рис.1), на котором А обозначает остров, а В, С и D — части континента, отделенные друг от друга рукавами реки. Семь мостов обозначены буквами a, b,c,d,e,f,g".

По поводу обнаруженного им способа решать задачи подобного рода Эйлер писал:

"Это решение по своему характеру, по-видимому, имеет мало отношения к математике, и мне непонятно, почему следует скорее от математика ожидать этого решения, нежели от какого-нибудь другого человека, ибо это решение подкрепляется одним только рассуждением, и нет необходимости привлекать для нахождения этого решения какие-либо законы, свойственные математике. Итак, я не знаю, каким образом получается, что вопросы, имеющие совсем мало отношения к математике, скорее разрешается математиками, чем другими".

Так можно ли обойти Кенигсбергские мосты, проходя только один раз через каждый из этих мостов? Чтобы найти ответ, продолжим письмо Эйлера к Маринони:

"Вопрос состоит в том, чтобы определить, можно ли обойти все эти семь мостов, проходя через каждый только однажды, или нельзя. Мое правило приводит к следующему решению этого вопроса. Прежде всего, нужно смотреть, сколько есть участков, разделенных водой, - таких, у которых нет другого перехода с одного на другой, кроме как через мост. В данном примере таких участков четыре - А, В, С, D. Далее нужно различать, является ли число мостов, ведущих к этим отдельным участкам, четным или нечетным. Так, в нашем случае к участку А ведут пять мостов, а к остальным - по три моста, т. е. Число мостов, ведущих к отдельным участкам, нечетно, а этого одного уже достаточно для решения задачи. Когда это определено, применяем следующее правило: если бы число мостов, ведущих к каждому отдельному участку, было четным, то тогда обход, о котором идет речь, был бы возможен, и в то же время можно было бы начать этот обход с любого участка. Если же из этих чисел два были бы нечетные, ибо только одно быть нечетным не может, то и тогда мог бы совершиться переход, как это предписано, но только начало обхода непременно должно быть взято от одного из тех двух участков, к которым ведет нечетное число мостов. Если бы, наконец, было больше двух участков, к которым ведет нечетное число мостов, то тогда такое движение вообще невозможно... если можно было привести здесь другие, более серьезные задачи, этот метод мог бы принести еще большую пользу и им не следовало бы пренебрегать ".

Обоснование вышеприведенного правила можно найти в письме Л. Эйлера к своему другу Эйлеру от 3 апреля того же года. Мы перескажем ниже отрывок из этого письма.

Математик писал, что переход возможен, если на участке разветвления реки имеется не более двух областей, в которые ведет нечетное число мостов. Для того, чтобы проще представить себе это, будем стирать на рисунке уже пройденные мосты. Легко проверить, что если мы начнем двигаться в соответствии с правилами Эйлера, пересечем один мост и сотрем его, то на рисунке будет изображен участок, где опять имеется не более двух областей, в которые ведет нечетное число мостов, а при наличии областей с нечетным числом мостов мы будем располагаться в одной из них. Продолжая двигаться так далее, пройдем через все мосты по одному разу.

История с мостами города Кенигсберга имеет современное продолжение. Откроем, например, школьный учебник по математике под редакцией Н.Я. Виленкина для шестого класса. В нем  в рубрике развития внимательности и сообразительности мы найдем задачу, имеющую непосредственное отношение к той, которую когда-то решал Эйлер.

Задача. 

На озере находится семь островов, которые соединены между собой так, как показано на рисунке 2. На какой остров должен доставить путешественников катер, чтобы они могли пройти по каждому мосту и только один раз? Почему нельзя доставить путешественников на остров А?
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Решение.

Поскольку эта задача подобна задаче о Кенигсбергских мостах, то при ее решении мы также воспользуемся правилом Эйлера. В результате получим следующий ответ: катер должен доставить путешественников на остров Е или F, чтобы они смогли пройти по каждому мосту один раз. Из того же правила Эйлера следует невозможность требуемого обхода, если он начнется с острова А.

В заключение отметим, что задача о Кенигсбергских мостах и подобные ей задачи вместе с совокупностью методов их исследования составляют очень важный в практическом отношении раздел математики, называемый теорией графов.

Леонард Эйлер.

В 2007 г. исполняется 300 лет со дня рождения Леонарда Эйлера (1707-1783) - одного из величайших математиков мира, работы которго оказали решающее влияние на развитие многих современных разделов математики. Эйлер долгое время жил и работал в России, был действительным членом Петербургской академии наук, оказал большое влияние на развитие отечественной математической школы и в деле подготовки кадров ученых-математиков и педагогов в России. Поражает своими размерами научное наследие ученого. При жизни им опубликовано 530 книг и статей, а сейчас их известно уже более 800. Причем последние 12 лет своей жизни Эйлер тяжело болел, ослеп и, несмотря на тяжелый недуг, продолжал работать и творить. Статистические подсчеты показывают, что Эйлер делал в среднем одно открытие в неделю. Трудно найти математическую проблему, которая не была бы затронута в произведениях Эйлера. Все математики последующих поколений так или иначе учились у Эйлера, и недаром известный французский ученый П.С.Лаплас сказал: "Читайте Эйлера, он - учитель всех нас".

Проблема четырех красок.

Говоря об истории возникновения теории графов нельзя не упомянуть знаменитую проблему четырех красок.

«На лекции по топологии Минковский коснулся теоремы о четырех красках — знаменитой нерешенной проблемы в этой области математики.

-
Эта теорема не была до сих пор доказана лишь потому, что ею занимались только математики третьего сорта, - заявил Минковский с редким для него высокомерием. —Я уверен, что мне удастся ее доказать.

Он начал доказывать ее прямо на месте. К концу часа доказательстве не было закончено. Оно было отложено до следующего занятия. Так продолжалось несколько недель. Наконец одним дождливым утром Минковский вошел в лекционный зал, сопровождаемый раскатами грома. Он повернулся к аудитории и с очень серьезным выражением на круглом добром лице объявил:

-
Небеса разгневаны моим высокомерием. Мое доказательство теоремы о

четырех красках так оке неверно.

Затем он продолжил лекцию по топологии с того же места, на котором он остановился несколькими неделями раньше.  

А история возникновения этой проблемы очень проста:

В 1853 году Френсис Гутри (аспирант университетского колледжа в Лондоне) нарисовал карту Англии и отметил, что четырех красок достаточно для правильное раскраски графств на этой карте (раскраска называется правильной, если никакие две соседние области не закрашены одним цветом). Пытаясь сформулировать общую теорему, он обсудил ее со своим братом Фредериком, студентом Кембриджского университета, который обратился за консультацией к своему профессору Огустусу де Моргану. Де Морган весьма заинтересовался этой проблемой и упомянул о ней в письме, которое он направил в Дублин своему знаменитому другу Уильяму Гамильтону, королевскому астроному Ирландии; однако потом эта проблема была прочно забыта вплоть до 1878 г., когда Артур Кэли в своих выступлениях в математическом и географическом обществах Англии сообщил, что он занимался ею, но не смог получить строгого решения. При этом Кэли, порекомендовал слушателям попытаться самим найти решение этой задачи. Именно с этого момента проблема привлекла к себе внимание многих крупных математиков.

В 1890 г. английский математик П. Хивуд доказал, что любую карту на плоскости можно раскрасить в пять цветов. Однако долгое время проблема четырех красок не поддавалась решению. В 1968 г. американские математики Оре и Стемпл показали, что любую карту, имеющую не более 40 стран, можно раскрасить в четыре цвета.

В настоящее время для решения этой проблемы преимущественно используют компьютеры, что связано с выполнением огромного количества вычислений. В 1976 г. Aмериканскими учеными К. Аппелем и В. Хакеном было получено первое машинное решение. С помощью машины они просматривали различные типы карт, и для каждого 13 них машина решала, может ли в данном типе найтись карта, которая не раскрашивался в четыре цвета. Учеными было просмотрено почти 2000 типов карт, и для всех был получен ответ: «Нет».

Задача сэра Гамильтона.

Нередко в истории математики случалось так, что развитие какого-либо направления математической теории начиналось с решения различных головоломок и задач с занимательным условием; а затем за головоломками следовали серьезные практические исследования.  Можно утверждать, что по обилию головоломок, с которыми она оказалась связанной, теория графов является несомненно рекордсменом. 

В 1859 году известный ирландский математик сэр Уильям Роуэн Гамильтон выпустил в продажу своеобразную головоломку. Ее основной частью был правильный додекаэдр, сделанный из дерева. Каждая вершина гамильтонова додекаэдра была помечена названием одного из крупных городов - Брюссель, Дели, Франкфурт и т. д. 

Задача состояла в нахождении пути вдоль ребер додекаэдра, проходящего через каждый город в точности по одному разу. 

Чтобы сделать задачу более интересной, порядок прохождения нескольких первых городов устанавливался заранее. Для того чтобы легче было запомнить, какие переходы уже сделаны, в каждую вершину додекаэдра был вколот гвоздь с большой шляпкой, так что вокруг этих гвоздей могла виться веревка, указывающая пройденный путь. Однако такой додекаэдр был слишком громоздким, и Гамильтон предложил другой вариант своей игры, где многогранник заменялся плоским графом, изоморфным графу, образованному ребрами додекаэдра. 

По-видимому, эта задача о путешествии по додекаэдру не имела сколько-нибудь широкого успеха, но математики сохранили память о этой головоломке, гамильтоновой линией и сейчас называется цикл, проходящий через каждую вершину графа в точности по одному разу.

Приложение 2.

Дополнительные задания к факультативному курсу.

Задача 2.1.(Возможно использовать при введении понятия графа)
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Чичиков, погостив у Манилова, посетил по одному разу Коробочку, Ноздрева, Собакевича, Плюшкина, Тентетникова, Бетрищева, Петуха, Констанжогло и Кошкарева в указанном порядке. Имеется схема расположения имений и соединяющих их дорог. Установить, какое имение кому принадлежит, если ни по одной дороге Чичиков не проезжал более одного раза. Начал свое путешествие Чичиков из дома Манилова, обозначенного на схеме буквой А.

Решение.

Отметим, что Чичиков не может приехать и уехать из имения по одной

                         Рисунок 2.1                                   и той же дороге, так как по любой из дорог он проезжал не более одного раза. 
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Поэтому для того, чтобы Чичиков мог посетить какого-либо из своих знакомых (кроме последнего, живущего в имении О) ему надо проехать по двум дорогам, подводящим к дому знакомого: по одной приехать, а по другой - уехать.

Найдем те имения, к которым подходят только две дороги. Это дома C и E. По каждой из этих дорог Чичиков обязательно должен проехать. Выделим их на чертеже.

Чтобы побывать в имении D, наш герой должен проехать только по двум дорогам, и мы их уже нашли – это дороги CD и DE. По

 Рисунок 2.2. 

оставшимся дорогам, подводящим к имению D, Чичиков проехать не может, поэтому зачеркнем их. Получили, что, начав свое путешествие из дома А, следующим Чичиков обязательно посетит имение В. Таким образом, нашли дорогу, по которой он приедет в имение В (это дорога АВ) и по которой уедет (это - ВС), значит дорогу ВК зачеркнем. Теперь из чертежа видно, что Чичиков обязан проехать по дорогам КР и КО. 

Заметим, что дом О – это последнее из имений, которое посетил Чичиков, а поэтому он проехал лишь по одной из подводящих к дому О дорог, и она уже отмечена на чертеже. Таким образом, дороги ОР, ОN и ОМ можно зачеркнуть. Осталось выделить две последние дороги, соединяющие имение M с N и N с P.

Итак, мы решили задачу с помощью преобразования чертежа и нашли единственно   возможный   при   заданных   условиях  маршрут:   А, В, С, D, Е, М, N, Р, К, О.

Вернемся к условию задачи и ответим на поставленный в ней вопрос, кому какое имение принадлежит: имение А принадлежит Манилову, В - Коробочке, С - Ноздреву, D - Собакевичу, Е - Плюшкину, М - Тентетникову, N - Бетрищеву, Р - Петуху, К - Констанжогло, О – Кошкареву.

Задач2.2.(Возможно после рассмотрения определение 1.1.)
В школьном кружке актерского мастерства решили поставить спектакль по произведению Н.В.Гоголя «Ревизор». Однако разгорелся жаркий спор. Все началось с Ляпкина-Тяпкина.

- Ляпкиным-Тяпкиным буду я! – решительно заявил Гена.

- Нет, я буду Ляпкиным-Тяпкиным, - возразил Дима. – Я давно мечтал воплотить этот образ на сцене.

- Ну, хорошо, согласен уступить эту роль, если мне дадут сыграть Хлестакова, - проявил великодушие Гена.
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- …А мне Осипа, - не уступил ему в великодушии Дима.

- Хочу быть Земляникой или Городничим, сказал Вова.

- Нет, Городничим буду я, - хором закричали Алик и Боря. – Или Хлестаковым, - добавили они одновременно.

                              Рисунок 2.3                             Удастся ли распределить роли так, чтобы все исполнители были довольны? (Мы не спрашиваем, будут ли довольны зрители.)

Решение.

Переведем условие задачи на язык теории графов. Тогда вершины этого графа должны изображать юных актеров (А – Алик, Б – Боря, В – Вова, Г – Гена, Д - Дима) и роли, которые они собираются играть (1 – Ляпкин-Тяпкин, 2 – Хлестаков, 3 – Осип, 4 – Земляника, 5 - Городничий). Ребра же будут показывать, какую роль каждый из ребят хотел бы сыграть.

Таким образом, мы получили граф, состоящий из десяти вершин и десяти ребер.

Чтобы решить задачу, нужно из десяти выбрать пять ребер, не имеющих общих вершин. Для этого достаточно заметить, что в вершины 3 и 4 ведет по одному ребру – из вершин Д и В соответственно. Это означает, что Осипа (вершина 3) должен сыграть Дима, а Землянику – Вова. Вершина 1 (Ляпкин-Тяпкин) соединена ребрами с Г и Д. Но ребро (1,Д) не подходит, так как Дима уже занят; остается ребро (1,Г), то есть Ляпкина-Тяпкина должен играть Гена. Остается решить, кто же будет играть Хлестакова и Городничего. Во-первых, можно выбрать ребра (А,5)  и (Б,2), тогда Алик будет играть Городничего, а Боря – Хлестакова. Во-вторых, можно выбрать ребра (А,2) и (Б,5), в этом случае Алик сыграет Хлестакова, а Боря – Городничего. 
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Рисунок 2.4.

Как показывает наш граф, других решений задача не имеет. 

Для решения задач 2.3 и 2.4 можно вызвать учащихся к доске.
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Задача2.3

 Жители пяти домов поссорились друг с другом, и, чтобы не встречаться около колодцев, решили поделить колодцы так, чтобы хозяин каждого дома ходил к «своему» колодцу по «своей» тропинке. Удастся ли им это сделать?

             Рисунок 2.5

Задача 2.4

В пяти корзинах лежат яблоки пяти разных сортов. Яблоки первого сорта лежат в корзинах Г и Д; яблоки второго сорта – в корзинах А, Б и Г; в корзинах А, Б и В имеются  яблоки пятого сорта; в корзине В имеются к тому же яблоки четвертого сорта, а в корзине Д – третьего. Требуется дать каждой корзине номер, но так, чтобы в корзине №1 были яблоки первого сорта, в корзине №2 – второго и т.д.

Замечание. Построенные в ходе решения задач 2.3 и 2.4 графы, совпадают с графом задачи 2.2 (с точностью до обозначений), остается лишь найти для них по пять ребер, не имеющих общих вершин (и эти выделенные ребра тоже совпадают!). Теперь стало видно, что все три задачи по своей сути ничем не отличаются.  

1. Был один лист, сделано 5 разрезаний. Сколько при этом листиков получилось? Проверьте ответ с помощью рисунка.

2. Имеются три листа бумаги. Некоторые из них разрезаны на три части, несколько новых листков – еще на три более мелкие части и т. д. Сколько получится листиков, если всего разрезано k листов.

3.  Придумайте текстовую задачу, решить которую можно с помощью графов.

4. Изобразите граф, имеющий 

А) 5 вершин и 8 ребер,

Б) 5 вершин и 10 ребер, 

В) 7 вершин и 5 ребер,

Г) 2 изолированные и 2 висячие вершины,

Д) все вершины висячие,

Е) 6 вершин, степень каждой из которых равна 2.
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5. Вершины графа представляют жителей городка N, а ребра, соединяющие две вершины, - тот факт, что эти люди знакомы. Какую ситуацию изображает приведенный на рисунке граф?

Рис. 2.5

6. На рис. 2.5 укажите висячие, изолированные вершины. Найдите степень каждой вершины.

7. Можно ли построить такой граф на 20, 63, 15, 89, 54 вершинах, чтобы степень каждой вершины была равна а) пяти, б) семи?
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8. Для изображенных на рис. 2.6  графов

а) найдите все пути из вершины 2 в вершину 6, назовите самый короткий;

б) посчитайте, сколько циклов в каждом из изображенных графов;

в) назовите самый длинный и самый короткий цикл                      Рис. 2.6

для каждого из графов.

Задача 2.5(Для закрепление понятия «связность графа»)

Являются ли графы на рисунках связными?

Можно ли из этих графов получить связные графы, добавив 1 ребро, 2 ребра?
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	а)
	б)
	в)


Рисунок 2.7

Ответ: нет.

           а) нет, да; б) да, да; в) нет, нет. 

«Кусочки» несвязного графа называют компонентами данного несвязного графа. Чтобы из несвязного графа, содержащего n компонент, получить связный, надо добавить не менее чем (n-1) ребро.

[image: image191.png]


Задача 2.6

 «Дорисуйте» граф, изображенный на рисунке, 

так, чтобы он стал связным.

Рисунок 2.8

Задача 2.7                                                              
Из графа Г сделайте несвязный граф, удалив а) 2 ребра, б) 1 ребро.
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 Рисунок 2.9

Ответ: а) например, 
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Рисунок 2.10

             б) в первом случае невозможно; во втором – 

Рисунок 2.11

При удалении ребра из связного графа новый граф может оказаться как связным, так и несвязным.

Задача 2.8

Приведите примеры графов, которые при удалении ребра становится связным и несвязным.

9. Дайте определение связного графа, приведите примеры.

10. Какой граф называется несвязным? Среди графов, изображенных на рис. 2.5 и 2.6, укажите связные и несвязные.

Теорема 1.2.  Ребро (А, В) является мостом в том и только том случае, если (А, В) – единственный путь, соединяющий вершины А и В.

Замечание. Прежде, чем приступать к доказательству, учителю следует пояснить учащимся, что слова «в том и только том случае» означают, что сформулированная теорема содержит в себе два утверждения:

1. Прямая теорема. Если ребро (А,В) является мостом, то (А, В) – единственный путь, соединяющий вершины А и В.

2. Обратная теорема. Если (А, В) – единственный путь, соединяющий вершины А и В, то ребро (А,В) является мостом.

Доказательство.

1. Пусть ребро (А,В) – мост. Если удалить ребро (А,В), то по определению моста вершины А и В окажутся несвязными, то есть не найдется пути, связывающего эти вершины. Это означает, что ребро (А,В) было единственным путем, соединяющим вершины А и В.

Рисунок 2.12   2. Пусть (А,В) - единственный путь, соединяющий вершины А и В. Тогда, если из данного графа удалить ребро (А,В), то вершины А и В будут несвязными, а это по определению моста и означает, что (А,В) – мост.

Теорема 1.3. Ребро (А, В) является мостом в том и только том случае, если найдутся две вершины С, D такие, что каждый путь, соединяющий их, содержит вершины А и В.

1. Прямая теорема. Если ребро (А, В) является мостом, то найдутся две вершины С и D такие, что каждый путь, соединяющий их, содержит вершины А и В.

2. Обратная теорема. Если существуют две вершины С и D такие, что каждый путь, соединяющий их, содержит вершины А и В, то ребро (А,В) - мост.

Доказательство.

1. Пусть ребро (А,В) – мост. Тогда по теореме 2 (А,В) – единственный путь, соединяющий вершины А и В, а значит в качестве искомых вершин можно взять А и В. 

2. Пусть вершины С и D такие, что каждый путь, соединяющий их, содержит вершины А и В. Удалим ребро (А,В). Вершины C и D окажутся несвязными. Для того, чтобы доказать, что (А,В) – мост воспользуемся теоремой 2. Будем доказывать, что (А,В) – единственный путь, соединяющий вершины А и В.

Предположим, что (А,В) не единственный путь, соединяющий вершины А и В, то есть существует какой-то другой путь 
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, соединяющий данные вершины. В этом случае вершины C и D будут связными. Получили противоречие, а следовательно наше предположение было неверным.

    Рисунок 2.13    Таким образом доказано, что (А,В) – единственный путь, соединяющий вершины А и В. Воспользовавшись теоремой 2, можно сделать вывод, что ребро (А,В) – мост.

Теорема 1.4. Ребро (А, В) является мостом в том и только том случае, если оно не принадлежит ни одному циклу.

1. Прямая теорема. Если ребро (А,В) – мост, то (А,В) не принадлежит ни одному циклу.

2. Обратная теорема. Если ребро (А, В) не принадлежит ни одному циклу, то (А,В) является мостом.

Доказательство. 

1. Пусть ребро (А,В) – мост. Если бы ребро (А,В) принадлежало циклу, то при  удалении ребра (А,В) остался бы второй путь, связывающий А и В (на рисунке он выделен штриховой линией), то есть ребро (А,В) не было бы мостом. Следовательно, (А,В) не принадлежит циклу.

    Рисунок 2.14

2. Пусть ребро (А, В) не принадлежит ни одному циклу. Тогда при его удалении не останется пути, связывающего вершины А и В, то есть (А, В) является мостом.

11. На рис. 2.5, 2.6 укажите ребра, являющиеся мостами.

12. Есть ли среди графов на рис. 2.5, 2.6 деревья. Объясните ответ.

13. Какое максимальное число висячих вершин может иметь дерево, построенное на а) 12, б) 15, в) 21 вершинах? Какое минимальное число висячих вершин оно может иметь? Сделайте рисунки таких деревьев.

14. Сколько вершин имеет дерево, если известно, что оно содержит а) 5, б) 9, в) 20, г) 24 ребра? Изобразите примеры таких деревьев.

15. В графе а) на рис. 2.6 назовите несколько подграфов.

16. Во всех ли графах  рис. 2.5 и 2.6 можно выделить остовной подграф? Остовное дерево? Ответ обоснуйте.

17. Сформулируйте правило построения минимального остовного дерева по имеющемуся взвешенному графу.

18. Дан граф, изображенный на рисунке. Какое наибольшее число ребер можно удалить, чтобы граф остался связным?

Рис. 2.15

19. Придумайте задачу, для решения которой нужно построить минимальный остов графа.

20. Пусть задано множество городов, и нужно определить минимальный (по сумме расстояний) набор авиарейсов, который позволил бы перелететь из любого города в любой другой. Известно, что расстояние между городом А и городом Б равно 410 км, между А и В – 400 км, А и Г – 450 км, А и Д – 720 км, А и Е – 800 км; между городом Б и В – 340 км, Б  и Г – 460 км, Б и Д – 550 км, Б и Е – 900 км; между В и Г – 360 км, В и Д – 1100 км, В и Е – 870 км, между Г и Д – 630 км, Г и Е – 200 км, между Д и Е – 1400 км.

21. Пусть задано множество городов, и нужно определить минимальный (по сумме расстояний) набор авиарейсов, который позволил бы перелететь из любого города в любой другой. 

Известно, что расстояние между городом А и городом Б равно 210 км, между А и В – 400 км, А и Г – 350 км, А и Д – 620 км, А и Е – 800 км; между городом Б и В – 340 км, Б  и Г – 460 км, Б и Д – 850 км, Б и Е – 300 км; между В и Г – 360 км, В и Д – 1100 км, В и Е – 170 км, между Г и Д – 730 км, Г и Е – 1800 км, между Д и Е – 700 км.

22. Сколько трехзначных чисел можно составить, используя цифры 3 и 5?

23. Сколько трехзначных чисел можно составить, используя цифры 4, 5, 6, 7?

24. В школе проводится соревнование по хоккею. В качестве призов решили использовать мячи, ракетки, клюшки и шайбы. Сколько различных призов можно составить из этих предметов, если каждому победителю решено давать по два различных предмета?

25. В костюмерной танцевального кружка имеются желтые и зеленые кофты, а также синие, красные и черные юбки. Сколько можно из них составить различных костюмов? 

Сколькими способами 3 друга могут разделить между собой 2 банана, 2 груши и 2 персика так, чтобы каждый получил по 2 каких-нибудь плода?

26. Пусть существует три кандидата на место командира корабля и два кандидата на место бортинженера. Сколькими способами можно сформировать экипаж корабля, состоящий из командира и бортинженера?

27. На обед в школьной столовой предлагается 2 супа, 3 вторых блюда, 4 различных сока. Сколько вариантов обеда из трех блюд можно составить по предложенному меню?

28*.В розыгрыше первенства по футболу участвует 17 команд. Каждая команда с каждой из остальных должна сыграть два раза: один раз на своем поле, а другой – на чужом. Сколько матчей будет проведено в турнире?

29*. 9 школьников, сдавая экзамены по математике, русскому языку и иностранному языку, получили отметки «4» и «5». Можно ли утверждать, что, по крайней мере, два из них получили по каждому предмету одинаковые отметки? 

30. Составить композиции и разбиения числа а) 6, б) 7.

31. В пруду водится 24 окуня, 11 карасей и З щуки. Какова вероятность того, что среди
двух пойманных рыбаком рыб будет а) одна ​- щука, другая - окунь; б) обе – караси.

32. Два мальчика бросают монету 4 раза каждый. Выигрывает первый, если выпадет
два орла и две решки, а второй - если три орла и одна решка. У кого больше шансов выиграть?

33. Слово «ИНФОРМАТИКА» разделено на отдельные буквы, из них произвольным образом отбираются и выкладываются по порядку четыре буквы. Какова вероятность получения слова «РОТ», «ФОРМА», «РОМАНТИКА»? Для решения используйте вероятностное дерево.

34. Бросают три игральные кости. Какова вероятность, что 

а) оба раза выпадет двойка;

б) хотя бы один раз выпадет двойка;

в) один раз выпадет двойка, а другой – тройка?
Приложение 3.

Проверочные работы.

Проверочная работа №1.

Вариант 1.

1. Туристическое агентство составляет автобусный маршрут из города S в город R. Автобус должен проехать таким путем, чтобы пассажиры могли осмотреть по одному разу все достопримечательности, и при этом не проезжали ни по какой из дорог более одного раза. 

Можно ли составить такой маршрут? Если «да», то, сколько таких путей может быть?

Помогите агентству ответить на эти вопросы, если схема местности выглядит следующим образом:
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2. Можно ли построить граф на пяти вершинах, чтобы степень каждой вершины была равна двум? Если «да», то нарисуйте его. 

3. Приведите пример графа, содержащего изолированную вершину и четыре висячие вершины.

4. В классе Юля дружит с Аней, Леной и Олей, а Саша – с Димой, Наташей  и Юлей. Изобразите с помощью графа отношение «дружить» для данного класса. Является ли связным этот граф?

5. Для графа задания 1 указать два пути, ведущих из вершины S в R. Есть ли в этом графе циклы? Если «да», то приведите пример.

6. Дайте определение дерева. Приведите два примера.

Вариант 2.

1. Схема местности выглядит следующим образом:

 Туристическое агентство составляет автобусный маршрут из города S в город R. Автобус должен проехать таким путем, чтобы пассажиры могли осмотреть по одному разу все достопримечательности, и при этом не проезжали ни по какой из дорог более одного раза. Можно ли составить такой маршрут? Если «да», то, сколько таких путей может быть?

2. Можно ли построить граф на семи вершинах, чтобы степень каждой вершины была равна трем? Если «да», то нарисуйте его. 

3. Приведите пример графа, содержащего три изолированные вершины и две висячие вершины.

4. В классе Таня дружит с Ваней, Светой и Олей, Кирилл – с Полиной и Андреем, а Паша – с Витей, Наташей  и Олей. Изобразите с помощью графа отношение «дружить» для данного класса. Является ли связным этот граф?

5. Для графа задания 1 указать два пути, ведущих из вершины S в R. Есть ли в этом графе циклы? Если «да», то приведите пример.

6. Дайте определение дерева. Приведите два примера.

Вариант 3.

1. Туристическое агентство составляет автобусный маршрут из города S в город R. Автобус должен проехать таким путем, чтобы пассажиры могли осмотреть по одному разу все достопримечательности, и при этом не проезжали ни по какой из дорог более одного раза. Можно ли составить такой маршрут? Если «да», то, сколько таких путей может быть? Помогите агентству ответить на эти вопросы, если схема местности выглядит следующим образом:
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2. Можно ли построить граф на тридцати девяти вершинах, чтобы степень каждой вершины была равна трем? Если «да», то нарисуйте его. 

3. Приведите пример графа, содержащего изолированную вершину и шесть висячих вершин.

4. В классе Оля дружит с Таней, Леной и Женей, а Саша – с Димой и Наташей. Изобразите с помощью графа отношение «дружить» для данного класса. Является ли связным этот граф?

5. Для графа задания 1 указать два пути, ведущих из вершины S в R. Есть ли в этом графе циклы? Если «да», то приведите пример.

6. Дайте определение дерева. Приведите два примера.

Проверочная работа №2.

1. Постройте минимальное остовное дерево следующего графа:
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2. Посчитайте количество деревьев с 4 [5] пронумерованными вершинами. Сколько ребер должно быть у каждого из таких деревьев?

3. Задайте 8 [7] пронумерованных вершин.

а) изобразите какое-нибудь дерево с этими вершинами, следуя алгоритму Пруфера, составьте для него последовательность вида 
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б) восстановите дерево, соответствующее последовательности (1,3,3,4,5,2,5,7,6) [(2,3,1,1,4,5,5,6)].

4. Проведено 15 [17] игр в первенстве по шашкам, организованном по олимпийской системе. Сколько было участников турнира?

Проверочная работа №3.

1. Составьте множество трехзначных [двузначных] чисел, которые можно записать с помощью цифр 7, 8, 9. [3, 4, 6, 7] Изобразите лес решений.

2. Пусть существует три кандидата на место командира корабля и два кандидата на место бортинженера. Сколькими способами можно сформировать экипаж корабля, состоящий из командира и бортинженера?

[На обед в школьной столовой предлагается 2 супа, 3 вторых блюда, 4 различных сока. Сколько вариантов обеда из трех блюд можно составить по предложенному меню?]

3. Изобразите дерево композиций числа 6 [4].

4. На поляне растет 3 подосиновика, 4 подберезовика и 2 белых гриба. Какова вероятность того, что мальчик найдет подосиновик и белый  [оба белых]?

Приложение 4.

Инструкция по применению электронных материалов

 «Факультативный курс “Деревья”».

Для повышения эффективности работы на занятиях факультатива была создана компьютерная поддержка к курсу “Факультативный курс «Деревья»”. В качестве средства реализации данных электронных материалов была использована программа  Power Point  и создана презентация.

Она состоит из пятидесяти слайдов  
Первый слайд называется  Факультативный курс «Деревья», второй слайд «Содержание курса»содержит гиперссылки еще на шесть слайд:  общие понятия теории графов, занимательные задачи теории графов, деревья и их свойства, остовные деревья, история, формулы комбинаторики, по гиперссылкам можно перейти на нужную тему и затем вернуться на второй слайд.
Слайды по теме «Общие понятия теории графов» (3-14)  включают в себя теоретический материал по основным понятиям теории графов: определения, примеры, теоремы. 
Со второго слайда можно попасть на  слайд «Занимательные задачи теории графов (15-21), где приведены условия и решения некоторых задач по теории графов, носящих занимательный характер, в частности, задачи на связность.
Слайды «Деревья и их свойства»(22-29) и «Остовные деревья» (30-40) имеют простую структуру. Первая группа содержит определение одного из видов графов – дерева, а также связанные с ним задачи, свойства и теоремы. Во второй групе можно познакомиться с разновидностью деревьев – остовными деревьями и их практической значимостью при решении некоторых экономических задач.

На слайде «История» (41-48) размещены: задача о кенигсбергских мостах, давшая толчок к развитию теории графов(41-42), задача о проблеме четырех красок(43), задача сэра Гамильтона(44-45), а также информация о жизни основоположника данной теории Леонарда Эйлера(46-48). 

На слайде «Формулы комбинаторики» записаны формулы числа перестановок, сочетаний и размещений элементов некоторого множества. В цели курса входит обучение школьников решать комбинаторные задачи с помощью деревьев, а не соответствующих комбинаторных формул. 

Каждый последний слайд  темы содержит ссылку на второй слайд.

Отметим, что предлагаемая презентация не отражает полностью содержание всего факультатива, а содержит лишь некоторую его часть. Таким образом, она не является одним из основных средств обучения при проведении факультативных занятий по теме, но может быть использована также для подготовки докладов учащимися по истории развития теории графов или самостоятельного повторения простейших понятий курса. Во время проведения занятий учитель может также использовать данный текст, выводя его через проектор на экран, что существенно сэкономит время при выполнении заданий (не нужно постоянно чертить схемы на доске). Страница «Остовные деревья» также может быть эффективно использована на занятиях, т. к. содержит алгоритм построения минимального остовного дерева по данному взвешенному графу.
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	Парадигма модульного мышления


	Лев Шуткин,
кандидат технических наук
«Химия и жизнь» №3, 2006
· Паттерны — предшественники модулей 
· Построение образующих 

· Плетение модульных сетей 

· Модульная химия 

· Мир модулей 

· Леонард Эйлер. Задача о кенигсбергских мостах 

Леонард Эйлер. Задача о кенигсбергских мостах
[image: image116]
Леонард Эйлер, 1707–1783 (изображение с сайта www.ima.umn.edu)
Решение задачи о кенигсбергских мостах, точнее предложенный при этом метод, лежит в основе теории графов. А изложение этого решения можно найти в нескольких письмах Эйлера его коллегам. Например, в письме Карлу Готлибу Элеру от 3 апреля 1736 года. Ниже следует фрагмент этого письма, перепечатанный из книги: Леонард Эйлер. Письма к ученым, М.-Л., 1963.
Наконец, ты, славнейший муж, выражаешь желание ознакомиться с моим способом построения мостов; охотно представляю этот способ на твой суд. Ибо, когда ты попросил у меня решения этой проблемы, приспособленной к частному случаю Кёнигсберга, ты, вероятно, считал, что я предложил такого рода построение мостов, но я не сделал это, а только доказал, что такое построение вообще не может иметь места, и это следует принять вместо решения. Способ же мой является универсальным, так как с его помощью в любом предложенном мне случае этого рода я тотчас могу решить, следует ли строить переход с помощью отдельных мостов или нет, и в первом случае [могу установить], каким образом этот переход следует осуществить. Далее я изложу мой способ, а также опишу путь, которым я к нему пришел.
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Рис. 1. Общая схема решения задачи (изображение с сайта www.mathsisgoodforyou.com)
Я рассмотрел произвольно взятую фигуру разветвления реки, а также мосты а, b, с, d, e, f, как это указано на рис. 1, и установил, что возможен переход, который я представляю следующим образом. Области, отделенные друг от друга водой, я называю буквами А, В, С, и когда предполагается переход через мосты из одной области в другую, [а именно] переход из А в В через мост или а или b, — наиболее удобно назвать [буквами] АВ, из которых первая буква А будет обозначать область, из которой переходят.

Итак, АВСАСАВ будет определять переход, совершаемый через все мосты по одному разу; число этих букв должно быть на единицу больше, чем число мостов; это должно иметь место при любом возможном переходе описанным способом, в чем каждому легче убедиться самому, чем доказывать. Теперь я рассматриваю, сколько раз в ряде букв А, В, С, А, С, А, В должны встретиться буквы ABC, о чем нужно судить по числу мостов, ведущих в каждую из областей. Так, к области А ведут пять мостов: а, b, с, d, e, и сколько раз буква А встречается в середине того ряда, столько раз встречаются два из этих мостов, ибо с одной стороны нужно перейти в область А, с другой стороны — выйти оттуда. Если А встречается или в начале, или в конце того ряда, тогда единственный переход моста соответствует А. Отсюда следует, что, если число мостов, ведущих в область А, будет нечетным, тогда переход через все мосты не может совершиться иначе, чем таким образом, чтобы он или начинался в области А, или заканчивался в области А. А если число мостов, ведущих к А, будет четным, тогда переход может быть совершен и без этого условия, чтобы начинаться или заканчиваться в А, но если он начинается в А, то должен будет там же и закончиться. Отсюда вытекает, что в ряде АВСАСАВ любая буква, за исключением первой и последней, обозначает переход, ведущий через два моста в область, обозначенную этой буквой.

[image: image118.png]


[image: image119.png]



Кенигсберг в XVIII веке (изображение с сайта gilco.inpg.fr)
Следовательно, надо держаться следующего правила: если на каком-либо рисунке число мостов, ведущих в некоторую область, будет нечетным, тогда желаемый переход через все мосты одновременно не может быть осуществлен иначе, как если переход или начинается, или заканчивается в этой области. А если число мостов четное, отсюда не может возникнуть никакого затруднения, так как ни начало, ни конец перехода при этом не фиксируются. Отсюда следует такое общее правило: если будет больше чем две области, к которым ведет нечетное количество мостов, тогда желательный переход вообще не может быть совершен. Ибо представляется совершенно невозможным, чтобы переход и начинался, и заканчивался в какой-нибудь одной из этих областей. А если будут только две области такого рода (так как не могут быть даны одна область этого рода или нечетное число областей), тогда может быть совершен переход через все мосты, но с таким условием, чтобы начало перехода было в одной, а конец в другой из этих областей. Когда в предложенной фигуре А и В есть области, к которым ведет нечетное число мостов, а число мостов, ведущих к С, является четным, то я считаю, что переход или построение мостов может иметь место, если переход начинается или из А, или из В, а если же кто-нибудь пожелает начать переход из С, то он никогда не сможет достигнуть цели. В расположении кенигсбергских мостов я имею четыре области А, В, С, D, взаимно отделенные друг от друга водой, к каждой из которых ведет нечетное число мостов (рис. 2).
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Рис. 2. Схема решения задачи о кенигсбергских мостах (изображение с сайтов www.langeman.net и www.mathsisgoodforyou.com)
Таким образом, поскольку есть больше чем две области, к которым ведет нечетное число мостов, я утверждаю, что я доказал полную невозможность такого соединения мостов. Итак, с помощью очень легкого правила можно почти мгновенно определить для любой фигуры, допускается ли такого рода построение мостов, при котором переход будет происходить только через все мосты одновременно, или нет? Ибо возможным будет построение, если и не будет никакой области, или будут только две, к которым ведет нечетное число мостов; в таких случаях начало перехода выбирается произвольно, но там же должен быть и конец перехода. В последнем же случае начало перехода должно иметь место в одной из тех областей, а конец — в другой. Построение невозможно, если будет более чем две области, к которым поведет нечетное число мостов.

Следовательно, ты можешь убедиться, славнейший муж, что это решение по своему характеру, по-видимому, имеет мало отношения к математике, и мне непонятно, почему следует скорее от математика ожидать этого решения, нежели от какого-нибудь другого человека, ибо это решение подкрепляется одним только рассуждением и нет необходимости привлекать для нахождения этого решения какие-либо законы, свойственные математике. Итак, я не знаю, каким образом получается, что вопросы, имеющие совсем мало отношения к математике, скорее разрешаются математиками, чем другими [учеными]. Между тем ты, славнейший муж, определяешь место этого вопроса в геометрии положения, и что касается этой новой науки, то, признаюсь, мне неизвестно, какого рода относящиеся сюда задачи желательны были Лейбницу и Вольфу. Итак, я прошу тебя, если ты считаешь, что я способен нечто создать в этой новой науке, чтобы ты соблаговолил мне прислать несколько определенных, относящихся к ней задач...


"Недостаточно иметь хороший ум. 
Главное – правильно его использовать"
Рене Декарт

Тема: "Решение задач с помощью графов"
Цели: 

· Образовательные:
· закрепить понятие графа и отработать навыки использования графов для решения задач;

· проверить уровень усвоения понятия графа через умение применять имеющиеся знания для решения новых задач.

· Развивающие: 
· развивать логическое и творческое мышление учащихся, сообразительность, наблюдательность, интуицию и адекватность при оценке работы одноклассника;

· формировать активный познавательный интерес к предмету.

· Воспитательная:
· воспитывать культуру общения на уроке, аккуратность, внимательность и взаимоуважение.

Оборудование: 

· Карточка для разминки и домашнего задания <Приложение 1>.

· Индивидуальная карточка для работы на уроке <Приложение2>.

ПЛАН УРОКА 

I. Оргмомент
II. Великий Эйлер и его задача 
Кенигсбергские мосты
(совместная работа с учителем)
Осознание, осмысление, обобщение
Задача о 15 мостах 
(совместная работа с учителем)
Осознание, осмысление, обобщение
В поисках сокровищ
(индивидуальная работа на карточках с взаимопроверкой) ОЦЕНКА
Стандартное применение
III. Вычерчивание фигур одним росчерком (индивидуальная работа на карточках с проверкой учителя) ОЦЕНКА
Творческое применение
IV. Домашнее задание (индивидуальная работа в тетрадях с проверкой учителя) ОЦЕНКА
Творческое применение
V. Итог урока
ХОД УРОКА

I. Организационный момент
Сегодня на уроке мы продолжим изучение графов и познакомимся с еще одним методом решения задач. В течение урока вы будете выполнять задания, за которые можно заработать баллы. Максимальное количество баллов за урок – 15 баллов. 

II. Великий Эйлер и его задача
Одним из крупнейших математиков XVIII века был Леонард Эйлер. Он родился в швейцарском городе Базеле, где в 15 лет закончил университет, а в 17 лет получил степень магистра. Во время обучения в университете Эйлер брал уроки у одного из самых известных математиков того времени Иоганна Бернулли и подружился с его сыновьями Даниилом и Николаем, которые были приглашены для работы в только что созданную Петербургскую академию наук. Через год по их рекомендации туда же был приглашен и двадцатилетний Эйлер. Этот выбор оказался одним из самых удачных для России. Нет такой области математики, где Эйлер не сказал своего слова. Работал он сутками напролет в любой обстановке, опубликовал примерно 850 работ. Он легко обнаруживал новые задачи и методы их решения. Даже историю возникновения теории графов можно проследить по переписке великого ученого.

1. Кенигсбергские мосты
Вот перевод латинского текста, который взят из письма Эйлера к итальянскому математику и инженеру Маринони, отправленного из Петербурга 13 марта 1736 года:

"Некогда мне была предложена задача об острове, расположенном в городе Кенигсберге и окруженном рекой, через которую перекинуто семь мостов. Спрашивается, может ли кто-нибудь непрерывно обойти их, проходя только однажды через каждый мост. И тут же мне было сообщено, что никто еще до сих пор не мог это проделать, но никто и не доказал, что это невозможно. Вопрос этот, хотя и банальный, показался мне, однако, достойным внимания тем, что для его решения недостаточны ни геометрия, ни алгебра, ни комбинаторное искусство... После долгих размышлений я нашел легкое правило, основанное на вполне убедительном доказательстве, с помощью которого можно во всех задачах такого рода тотчас же определить, может ли быть совершен такой обход через какое угодно число и как угодно расположенных мостов или не может". 
"Кенигсбергские же мосты расположены так, что их можно представить на следующем рисунке [рис.1], на котором A обозначает остров, а B, C и D – части континента, отделенные друг от друга рукавами реки. Семь мостов обозначены буквами a, b, c, d, e, f, g ". 
[image: image123.png]ﬁégg




Так можно ли обойти все Кенигсбергские мосты, проходя только один раз через каждый из этих мостов?

Простой путь решения задачи, казалось бы, такой: сделать все возможные пробы таких переходов, т. е. перечислить все возможные пути, и затем рассмотреть, какой или какие из них удовлетворяют условиям вопроса. Но, очевидно, что даже в случае только семи мостов приходится делать слишком много таких проб. А при увеличении числа мостов такой способ решения практически совершенно немыслим. Да, кроме того, при одном и том же числе мостов задача изменяется в зависимости еще от расположения этих мостов. 

Поэтому, чтобы найти ответ, продолжим письмо Эйлера и посмотрим, какое же правило он нашел. Итак, 

"Вопрос состоит в том, чтобы определить, можно ли обойти все эти семь мостов, проходя через каждый только однажды, или нельзя. Мое правило приводит к следующему решению этого вопроса. Прежде всего, нужно смотреть, сколько есть участков, разделенных водой, – таких, у которых нет другого перехода с одного на другой, кроме как через мост. В данном примере таких участков четыре – A, B, C, D."
Ход решения задачи будем представлять в виде графа, где вершины – острова и берега, а ребра – мосты.
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"Далее нужно различать, является ли число мостов, ведущих к этим отдельным участкам, четным или нечетным. Так, в нашем случае к участку A ведут пять мостов, а к остальным – по три моста". 
То есть нам нужно определить степень каждой вершины и узнать какие вершины четные, а какие нечетные. Подпишем степени вершин в кружочках. И посчитаем количество нечетных вершин. Нечетные вершины: А, B, C, D.
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"Когда это определено, применяем следующее правило: если все вершины имеют четную степень, то тогда обход, о котором идет речь, возможен, и начать этот обход можно с любого участка. Если же из этих вершин две нечетные, то и тогда можно совершить переход, как это предписано, но только начало обхода непременно должно быть взято в одной из этих двух вершин, а конец обхода непременно должен быть во второй нечетной вершине. Если, наконец, больше двух нечетных вершин, то тогда такое движение вообще невозможно...".
Итак, используя правило Леонардо Эйлера мы можем сделать
ВЫВОД. Так как количество нечетных вершин в графе равно 4, а это > 2, то обойти все Кенигсбергские мосты, проходя только один раз через каждый из этих мостов нельзя. 

Из предыдущих рассуждений мы получаем общий прием решения каждой подобной задачи о мостах. Во всяком случае, мы можем сразу убедиться в возможности или невозможности решения. Это правило записано у вас на карточках: 

1. Нарисовать граф, где вершины – острова и берега, а ребра – мосты. 
2. Определить степень каждой вершины и подписать возле нее.
3. Посчитать количество нечетных вершин.
4. Обход возможен:
a. ЕСЛИ все вершины – четные, и его можно начать с любого участка.
b. ЕСЛИ 2 вершины – нечетные, но его нужно начать с одной из нечетных местностей.

5. Обход невозможен, если нечетных вершин больше 2.
6. Сделать ВЫВОД.
7. Указать Начало и Конец пути.

А теперь, основываясь на нашем правиле, решим задачу о 15 мостах. 

2. Задача о 15 мостах
В некоторой местности через протоки переброшено 15 мостов. 
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У вас в карточках есть этот рисунок. Можно ли обойти все мосты, проходя по каждому из них только один раз?

РЕШЕНИЕ: 
Построим граф, где вершины – острова и берега, а ребра – мосты.
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Нечетные вершины: D, E.

ВЫВОД: Так как количество нечетных вершин = 2, то обход возможен.
Его Начало может быть в местности D, а Конец в местности E. 

III. В поисках сокровищ
А сейчас мы отправимся на поиски сокровищ. У вас на индивидуальных карточках изображен план подземелья, в одной из комнат которого скрыты богатства рыцаря. Чтобы безопасно проникнуть в эту комнату, надо, войти через определенные ворота в одну из крайних комнат подземелья, пройти последовательно через все 29 дверей, выключая сигнализацию тревоги. Проходить дважды через одни и те же двери нельзя. Определить номер комнаты в которой скрыты сокровища и ворота через которые нужно войти?
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РЕШЕНИЕ: 
Для решения нужно построить граф, где вершины – номера комнат, а ребра – двери. Вершины уже построены рядом с планом подземелья. Вам нужно построить все ребра и дать ответ.
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Нечетные вершины: 6, 18.

ВЫВОД: Так как количество нечетных вершин = 2, то безопасно проникнуть в комнату с сокровищами можно.

ОТВЕТ: Начать путь нужно через ворота В, а закончить в комнате № 18.

После выполнения задания, учащиеся обмениваются карточками, и оценивают работу друг друга (парная работа).
Оценивание проводится по балльной системе. Правильный ход решения и ответ будет дан на доске. За каждый пункт решения будет выставляться 1 балл. 
Общая сумма баллов за это задание = 5 баллов. 

· 1 балл – правильно построенный граф;

· 1 балл – правильно найденные нечетные вершины;

· 1 балл – правильно сделан вывод;

· 1 балл – правильно указано начало пути;

· 1 балл – правильно указан конец пути.

IV. Вычерчивание фигур одним росчерком
Итак, мы с вами сегодня учились решать задачи о прохождении по всем мостам при условии, что нужно на каждом побывать один раз, и увидели, что на языке теории графов каждая такая задача выглядит как задача изображения "одним росчерком" графа, представленного на рисунке.
Теперь нам нетрудно будет разобраться и показать, какую из любых данных фигур можно вычертить одним росчерком, без повторения линий, а какую нет. Каждую из задач подобного рода можно свести к разобранной уже нами Эйлеровой задаче о мостах.
Например, на рисунке  изображена птица. 
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Взяв за вершины графа точки пересечения линии, получим 7 вершин, только две из которых имеют нечетную степень.
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Поэтому в этом графе существует эйлеров путь, а значит, его (т.е. птицу) можно нарисовать одним росчерком.

Нечетные вершины: две.

ВЫВОД: Так как количество нечетных вершин = 2, то птицу можно нарисовать одним росчерком. Начать путь нужно в одной нечетной вершине, а закончить в другой. 

Задание. Можно ли фигуры, изображенные на рисунках, нарисовать одним росчерком? Решить с помощью графа.

На обратной стороне ваших индивидуальных карточек нарисованы по 2 рисунка. Вам нужно будет сделать вывод, можно ли нарисовать эти рисунки одним росчерком и если это возможно, то указать начало и конец пути и попробовать нарисовать рисунок рядом с образцом. 
Общая сумма баллов за это задание = 6 баллов. 

1 балл – правильно найденные нечетные вершины;

1 балл – правильно сделан вывод;

1 балл – нарисован рисунок;

IV. Домашнее задание (4 балла) 

(На карточках). Можно ли фигуру, изображенную на рисунке, нарисовать одним росчерком? Решить с помощью графа.
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V. Итог урока
Сегодня мы с вами познакомились еще с одним методом решения задач с помощью графов. 
Поучительная сторона этих задач состоит в исследовании, возможно или нет решение данной задачи, прежде чем приниматься за само решение. 
Мы еще раз убедились, что теория графов позволяет быстро и изящно решать задачи, которые весьма трудно решить другими методами и позволяет решить не только одну отдельно взятую задачу, но и находить методы решения целого класса задач.
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