Приложение
Неопределенный интеграл.

Основные сведения:

Функция F(x) называется первообразной для функции f(x), если F`(x)=f(x) или dF(x)=f(x)dx.

Если функция f(x) имеет первообразную F(x), то она имеет бесконечное множество первообразных, причем все первообразные содержатся в выражении F(x)+С, где С – постоянная. 

Неопределенным  интегралом от функции f(x) (или от выражения f(x)dx) называется совокупность всех ее первообразных. Обозначение:
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-знак интеграла, f(x)-подынтегральная функция, f(x)dx-подынтегральное выражение, x-переменная интегрирования.

Свойства неопределенного интеграла

(правила интегрирования).
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Таблица основных интегралов.
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Замена переменной в неопределенном интеграле

	Теория
	Образцы
	Задания

	Замена переменной в неопределенном интеграле производится с помощью подстановок двух видов:
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Формула замены переменной в этом случае имеет вид 
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Решение. Произведем подстановку 
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2. Найдите интеграл
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Решение. Полагая 2x+1=t ,2dx=dt, dx=
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3. Найдите интеграл
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4. Найдите интеграл   
[image: image68.wmf](

)

ò

+

dx

x

x

3

3

ln

2

         

  Решение. Пусть 2ln x+3=t, тогда 
[image: image69.wmf]dt

x

dx

=

2

,


[image: image70.wmf]dt

x

dx

2

1

=

        

  
[image: image71.wmf](

)

ò

ò

ò

=

+

=

=

×

=

+

C

t

dt

t

dt

t

x

dx

x

4

3

3

3

8

1

2

1

2

1

3

ln

2



[image: image72.wmf](

)

C

x

+

+

=

4

2

ln

2

8

1

.

5. Найдите интеграл
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Решение.  Подстановка 
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6. Найдите интеграл
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Решение. Применим подстановку cos2x=t;

 -2 cos x sin x dx =dt, sin 2x dx=-dx
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7.   Найдите интеграл  
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Решение. Применим подстановку 2 sin(x/2)+3=t,

cos (x/2)dx=dt.
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8. Найдите интеграл 
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Решение. Допустим, что e2x=t , e2xdx=
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9. Найдите интеграл
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Решение. Полагая 
[image: image88.wmf]t

x

=

 ,x=t2, dx=2tdt

[image: image89.wmf](

)

=

×

¢

+

=

+

ò

ò

dt

t

t

t

t

t

dx

x

x

x

x

2

sin

2

cos

sin

2

sin

cos

sin



 EMBED Equation.3  [image: image90.wmf]

[image: image91.wmf]+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

×

+

ò

ò

4

2

ln

sin

1

cos

1

cos

sin

cos

sin

p

t

tg

dt

t

t

dt

t

t

t

t



 EMBED Equation.3  [image: image92.wmf]

[image: image93.wmf]C

x

tg

x

tg

C

t

tg

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

+

+

2

ln

4

2

ln

2

ln

p



	Найдите интегралы
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Ответы:
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Интегрирование по частям
	Теория
	Образцы
	Задания

	Интегрированием по частям называется нахождение интеграла по формуле
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	1. Найдите интеграл
[image: image138.wmf]ò

xdx

ln


Решение. Положим u=ln x , 
[image: image139.wmf]dx

d

=

u

,
[image: image140.wmf]x

=

u

,
[image: image141.wmf]x

dx

du

=



[image: image142.wmf]=

×

-

=

ò

ò

x

dx

x

x

x

xdx

ln

ln



[image: image143.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image144.wmf](

)

C

x

x

C

x

x

x

+

-

=

+

-

=

1

ln

ln


2. Найдите интеграл  
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3.  Найдите интеграл
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4.  Найдите интеграл
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5.  Найдите интеграл
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Решение. Пусть
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6.  Найдите интеграл
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7. Вывести рекуррентную формулу для
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Решение. 
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Положим и=х, 
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Интегрирование простейших дробей

	Теория
	Образцы
	Задания

	Рациональной дробью называется дробь вида   
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 , где   P(x) и Q(x) -многочлен. Рациональная дробь называется правильной, если степень многочлена  P(x)     ниже степени многочлена Q(x); в противном случае дробь называется неправильной. Простейшими дробями называются правильные дроби  следующего вида:
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	1. Найдите интеграл. 
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Решение.
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2. Найдите интеграл.
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Решение.
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3. Найдите интеграл.
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Решение.
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Выделим в числители производную знаменателя. 
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4. Найдите интеграл.
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Решение.
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5. Найдите интеграл. 
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Решение. Пусть х2=t ,2x dx=dt , 
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	Найдите интегралы:
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	Теория
	Образцы
	Задания

	Рассмотрим частный случай интеграла от простейшей дроби 4 типа. Для интеграла
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 (п - целое, положительное число)имеет место следующая рекуррентная формула:
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Эта формула позволяет после(п-1) – кратного применения свести данный интеграл In к табличному интегралу
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 покажем теперь в общем   виде. 
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Первый интеграл в правой части равенства

Находится с помощью подстановки 
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 т.о, интегрирование элемента дроби 4 типа м.б. выполнено с помощью рекуррентной формулы.
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2. Найдите интеграл 
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В первом интеграле произведем замену
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	Найдите интегралы:
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Ответы:

1. 
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2.  
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Интегрирование рациональных дробей с помощью разложения 
на простейшие дроби.

	Теория
	Образцы
	Задания

	Перед интегрирование рациональной дроби 
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1)если дана неправильная рациональная дробь, то выделить из нее целую часть, т.е. представить в виде 
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 - правильная рациональная дробь;

2)разложить знаменатель дроби на линейные и квадратные  множители:
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 имеет комплексные сопряженные корни;

3)правильную  рациональную дробь разложить на простейшие дроби:
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 EMBED Equation.3  [image: image313.wmf](
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4)вычислить неопределенные коэффициенты А1, А2,…,Аm,…

…В1,С1,В2,С2, … , Вп, Сп, …, для чего привести последнее равенство к общему знаменателю, приравняв коэффициенты при одинаковых степенях  х  в левой и правой частях полученного тождества и решить систему линейных уравнений относительно искомых коэффициентов. В результате интегрирования рациональной дроби сведется к нахождению интегралов от многочлена и от простейших рациональных дробей.
	Случай1. Знаменатель имеет только действительные различные корни, т.е. разлагается на неповторяемые множители  первой степени.

Найдите интеграл. 
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Случай 2. знаменатель имеет лишь действительные корни, причем некоторые из них кратные, т.е. знаменатель разлагается на множители первой степени и некоторые из них повторяются.

Найдите интеграл.
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Случай 3. Среди корней знаменателя имеются простые комплексные корни, т.е. разложение знаменателя содержит квадратные неповторяющиеся множители.

Найдите интеграл.
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Случай 4. Среди корней знаменателя имеются кратные комплексные корни, т.е. разложение знаменателя содержит квадратные неповторяющиеся множители.

Найдите интеграл.
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Решение. 
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А=-3, В=0, С=1, D=0.
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Найдите интеграл. 
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Выделим целую часть 
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 EMBED Equation.3  [image: image359.wmf]
Найдите интеграл.
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Интегрирование тригонометрических функций.

	Теория
	Образцы
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Решение. Полагая 
[image: image653.wmf]t

x

=

sin

, 
[image: image654.wmf]dt

xdx

-

cos

,


[image: image655.wmf](

)

ò

ò

=

-

=

xdx

x

x

xdx

x

cos

sin

1

sin

cos

sin

2

2

4

5

4



[image: image656.wmf](

)

=

+

-

=

-

=

ò

ò

ò

ò

dt

t

dt

t

dt

t

dt

t

t

8

6

4

2

2

2

2

1



[image: image657.wmf]C

x

x

x

C

t

t

t

+

+

-

=

+

+

-

=

9

7

5

9

7

5

sin

9

1

sin

7

2

sin

5

1

9

1

7

2

5


Найти интеграл 
[image: image658.wmf]ò

3

3

cos

cos

sin

x

x

xdx


Решение. 
[image: image659.wmf]ò

ò

=

=

-

xdx

x

x

xdx

3

4

3

3

3

cos

sin

cos

cos

sin



[image: image660.wmf](

)

xdx

x

x

sin

cos

cos

1

3

4

2

-

ò

-

=

. Пусть 
[image: image661.wmf]t

x

=

cos

, 
[image: image662.wmf]dt

xdx

=

-

sin



[image: image663.wmf](

)

ò

ò

ò

+

-

=

-

-

=

-

-

dt

t

dt

t

t

x

x

xdx

3

4

3

4

2

3

3

1

cos

cos

sin



[image: image664.wmf]=

+

+

=

+

-

ò

C

t

t

dt

t

3

5

3

1

3

2

5

3

3



[image: image665.wmf]C

x

x

x

+

×

+

=

3

2

3

cos

cos

5

3

cos

3


Найти интеграл
[image: image666.wmf]ò

xdx

x

2

2

cos

sin


Решение. Из формулы (1) следует, что 
[image: image667.wmf](

)

x

x

x

x

x

x

2

sin

4

1

2

sin

2

1

cos

sin

cos

sin

2

2

2

2

2

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=


Применив формулу (2), получаем 
[image: image668.wmf](

)

x

x

x

x

4

cos

1

8

1

2

4

cos

1

4

1

cos

sin

2

2

-

=

-

×

=



[image: image669.wmf](

)

ò

ò

=

-

=

dx

x

xdx

x

4

cos

1

8

1

cos

sin

2

2



[image: image670.wmf]C

x

x

xdx

dx

+

-

=

-

=

ò

ò

4

sin

32

1

8

1

4

cos

8

1

8

1


Найти интеграл 
[image: image671.wmf]ò

xdx

6

cos
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Решение. 
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Снова используя туже формулу, находим.
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Далее применим рекуррентную формулу (1) п.5 при 
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