Приложение

План лекции по теме: «Векторы в пространстве»
1. Основные определения и обозначения в стандартной форме (на базе сведений по теме «Векторы на плоскости», 9 класс).

2. Векторная алгебра.

3. Компланарные векторы. Линейная комбинация векторов. Разложение вектора по трем некомпланарным векторам.

4. Декартова система координат. Базис 
 
, 
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, . Направляющие косинусы вектора. Действия с векторами, заданными своими координатами. 
5. Скалярное произведение двух векторов 
[image: image7.wmf]b
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×

. Свойства скалярного произведения. Угол между векторами. Проекция одного вектора на другой вектор. Условие перпендикулярности двух векторов: 
[image: image8.wmf]0
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. Скалярное произведение в координатах. Скалярное произведение в физике (работа силы и др.)
6. Векторное произведение двух векторов. Правая, левая тройки векторов. Круговая перестановка векторов. 
· Определение: Векторным произведением вектора 
[image: image9.wmf]a

 на неколлинеарный ему вектор  
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 называется вектор 
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, удовлетворяющий трем условиям: 
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- угол между 
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3. Три вектора 
[image: image24.wmf]a
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 в указанном порядке образуют правую тройку векторов.


Векторным произведением двух коллинеарных векторов считается нулевой вектор.

· Обозначения: 
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· Площадь параллелограмма (
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), площадь треугольника (
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· Основные свойства векторного произведения:
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· Векторное произведение в координатах.
· Правая тройка базисных векторов [image: image40.wmf]i
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· Векторные произведения базисных векторов: 
[image: image44.wmf]0

=

´

i

i

r

r

, 
[image: image45.wmf]k

j

i

=

´

r

, 
[image: image46.wmf]j

k

i

-

=

´

r

 и т.д.

· 
[image: image47.wmf]2

2

2

1

1

1

z

y

x

z

y

x

k

j

i

b

a

r

r

r

=

´

,  где 
[image: image48.wmf](

)

1

1

1

;

;

z

y

x

a

=

, 
[image: image49.wmf](

)

2

2

2

;

;

z

y

x

b

=

.

Замечание: Определители второго и третьего порядков известны учащимся физико-математического профиля из курса алгебры (решение систем линейных уравнений).

·    Векторное произведение в физике (момент силы, сила Лоренца).

7. Смешанное произведение трех векторов.

· Определение: 
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· Обозначение: 
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· Объем параллелепипеда, построенного на векторах 
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объем пирамиды (
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· Основные свойства смешанного произведения:

1. 
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  (круговая перестановка);
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· Условие компланарности трех векторов: 
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· Смешанное произведение в координатах:
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План лекции по теме: «Аналитическая геометрия в пространстве»

1. Декартова система координат.

2. Плоскость. Точка плоскости 
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, радиус-вектор 
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Вывод уравнений на основе векторных соотношений:

· Общее уравнение плоскости.

Нормальный вектор 
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Проекция вектора 
[image: image74.wmf]r

 на вектор 
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Частные случаи (А=0 и т.д.)

Аналогия: плоскость в пространстве и прямая на плоскости.
Расстояние от начала координат до плоскости 
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· Плоскость с нормалью 
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, проходящая через точку 
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· Плоскость, проходящая через три точки 
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Векторы 
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Уравнение плоскости в отрезках  
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· Расстояние от точки 
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· Для двух плоскостей 
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Условие параллельности: 
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Условие перпендикулярности:  
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Угол между плоскостями  
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3. Прямая в пространстве:

· Пересечение двух плоскостей:
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Нормальные векторы: 
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· Направляющий вектор 
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Вектор 
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 параллелен вектору 
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· Прямая, проходящая через две точки 
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· Для двух прямых 
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Условие параллельности: 
[image: image116.wmf]2

1

||

a

a

,   
[image: image117.wmf]2

1

2

1

2

1

n

n

m

m

l

l

=

=

.

Условие перпендикулярности:  
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Угол между прямыми  
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· Скрещивающиеся прямые.
Условие принадлежности двух прямых одной плоскости: 
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4. Плоскость и прямая.
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Условие параллельности: 
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Условие перпендикулярности:  
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Угол между прямой и плоскостью  
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Стандартные задачи
1. Угол между скрещивающимися прямыми
Задача 1. В правильной четырехугольной пирамиде 
[image: image133.wmf]SABCD

высота в два раза меньше стороны основания. Точки 
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. Найдите угол между прямыми 
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Решение:
Числовые данные задачи подсказывают выбор удобных линейных размеров пирамиды: сторона основания 
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Расположение осей системы координат показано на рис. 1. Точки 
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 на плоскость основания (рис. 2).

Вычислим координаты нужных точек и векторов:
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Рис. 1
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Угол 
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 между скрещивающимися прямыми 
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Рис. 2
2. Расстояние между скрещивающимися прямыми

Задача 2. Условие задачи 1. Сторона основания равна 
[image: image163.wmf]a

. 

Найдите расстояние между прямыми 
[image: image164.wmf]AK

и 
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.

Решение:

Решим задачу в единицах, выбранных нами ранее, т.е. 
[image: image166.wmf]8
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Расстояние между двумя скрещивающимися прямыми (первой и второй) равно расстоянию от любой (удобной) точки первой прямой до плоскости, проходящей через вторую прямую параллельно первой прямой. Плоскость определяется одной точкой и нормальным вектором. 

Составим уравнение плоскости, проходящей через прямую  
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Проще работать с вектором 
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Уравнение плоскости 
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 с нормальным вектором 
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Расстояние от точки 
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Перейдем к единицам задачи 2: 
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Ответ. 
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3. Расстояние от точки до плоскости

Задача 3. Условие задачи 2. 

Найдите расстояние от середины апофемы грани 
[image: image182.wmf]ASD

до плоскости 
[image: image183.wmf]KLM

.

Решение:

Середина апофемы – точка 
[image: image184.wmf](
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Уравнение  плоскости 
[image: image185.wmf]KLM
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[image: image188.wmf]0
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Расстояние от точки 
[image: image189.wmf]P

 до плоскости 
[image: image190.wmf]KLM
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Если сторона основания равна 
[image: image192.wmf]a

, то 
[image: image193.wmf]a
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Ответ. 
[image: image194.wmf]a
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4. Угол между плоскостями
Задача 4. Условие задачи 1. 

Найдите угол между плоскостью боковой грани 
[image: image195.wmf]ASD

 и плоскостью 
[image: image196.wmf]KLM

.

Решение:

Уравнение плоскости 
[image: image197.wmf]KLM

:  
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Нормальный вектор этой плоскости 
[image: image199.wmf](
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Нормальным вектором плоскости 
[image: image201.wmf]ASD

 можно считать вектор, пропорциональный вектору 
[image: image202.wmf]AD
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Нормальный вектор плоскости 
[image: image208.wmf]ASD
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[image: image210.wmf]2

2

=

n

.
Угол между плоскостями 
[image: image211.wmf]ASD

 и 
[image: image212.wmf]KLM
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Ответ. 
[image: image214.wmf]37
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5. Угол между прямой и плоскостью

Задача 5. Условие задачи 1. 

 Найдите угол между прямой 
[image: image215.wmf]AS

 и плоскостью 
[image: image216.wmf]KLM

.


 Решение:


Направляющий вектор прямой 
[image: image217.wmf]AS
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Нормальный вектор плоскости 
[image: image220.wmf]KLM
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Угол между прямой 
[image: image223.wmf]AS

 и плоскостью 
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Ответ. 
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6. Деление отрезка плоскостью

[image: image309.png]


Задача 6. В треугольной призме 
[image: image227.wmf]1
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 точка К делит ребро 
[image: image228.wmf]1
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 в отношении 
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, точка 
[image: image230.wmf]M

 - центр грани 
[image: image231.wmf]C
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. В каком отношении плоскость 
[image: image232.wmf]B
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 делит отрезок 
[image: image233.wmf]BM

?

 Решение:

Три некомпланарных вектора 
[image: image234.wmf]i
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 образуют базис. Коэффициенты   при векторах [image: image238.wmf]i
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  выбраны для удобства решения задачи.
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 - точка пересечения отрезка 
[image: image243.wmf]BM

 и плоскости 
[image: image244.wmf]K

AB

1

.
1-й способ решения основан на том, что вектор 
[image: image245.wmf]AP

 является линейной комбинацией векторов 
[image: image246.wmf]1
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                   Рис. 3
Найдем векторы, входящие в отношение (1):
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Пусть 
[image: image251.wmf]BM

BP

×

=

l

, 
[image: image252.wmf]k

j

i

BM

r

r

r

2

+

-

=

.

[image: image253.wmf](

)

(

)

k

j

i

k

j

i

j

BM

j

AP

r

r

r

r

r

r

r

r

l

l

l

l

l

2

1

2

+

-

+

=

+

-

×

+

=

×

+

=


Условие (1):
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приводит к системе уравнений
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Решив простую систему (2) , имеем: 
[image: image256.wmf]11
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Отношение 
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Ответ. 
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2-й способ решения основан на условии компланарности трех векторов 
[image: image260.wmf]AP

, 
[image: image261.wmf]AK

 и 
[image: image262.wmf]1
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, т.е. на условии равенства нулю смешанного произведения  этих векторов
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Отметим, что уравнение (3) для смешанного произведения, записанное с использованием определителя 3-го порядка, справедливо в любом базисе трех некомпланарных векторов (не только в ортонормированном базисе).
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Ответ. 
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7. Плоские углы трехгранного угла

Задача 7. Пусть 
[image: image272.wmf]a

, 
[image: image273.wmf]b

, 
[image: image274.wmf]g

 - плоские углы некоторого трехгранного угла. Докажите, что 
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 Решение: 
Выберем на ребрах трехгранного угла единичные векторы [image: image277.wmf]i
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, 
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 . Четыре очевидных равенства:

[image: image281.wmf]j

i

r

r

×

=

2

cos

2

a

,    
[image: image282.wmf]k

j

r

r

×

=

2

cos

2

b

,    
[image: image283.wmf]i

k

r

r

×

=

2

cos

2

g

,    
[image: image284.wmf](
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Складывая эти равенства, получаем


[image: image285.wmf](
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Следовательно, 
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Задача 8. Докажите, что углы между биссектрисами плоских углов трехгранного угла или все острые, или все прямые, или все тупые.

Решение: 
[image: image293.wmf]i
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, 
[image: image294.wmf]j
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,
 - единичные векторы на ребрах трехгранного угла. Тогда векторы 
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 коллинеарны биссектрисам плоских углов.
Вычислим попарные скалярные произведения полученных векторов:
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Правые части полученных равенств имеют один и тот же знак (более того – они равны). Это означает, что рассматриваемые углы одновременно либо острые, либо прямые, либо тупые.
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