ПРИЛОЖЕНИЕ 1

Задачи с решениями

Задача 1

Гипотенуза прямоугольного треугольника лежит в некоторой плоскости 

[image: image44.jpg]


, а катеты составляют с этой плоскостью углы  и 
[image: image3.wmf]b

 соответственно. Определить угол между плоскостью 
[image: image4.wmf]p

 и плоскостью треугольника. [image: image1.wmf]p


Решение. Обозначим вершины треугольника буквами A, B, C так, что C — вершина прямого угла. 

Проведём через точку С плоскость, перпендикулярную прямой АВ. Пусть D точка пересечения этой плоскости с прямой АВ, а 
[image: image5.wmf]С

¢

—основание перпендикуляра, опущенного из точки С на плоскость 
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.Так как CD и D
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 перпендикулярны АВ, то 
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CD
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 является углом между плоскостью 
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 и плоскостью АВС и 
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=φ. Обозначим C
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¢

=
[image: image14.wmf]a

.

Из ∆ CВ
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 выразим СВ: СВ=
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 выразим СА: СА=[image: image18.wmf]a
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. Из ∆ ABC: CD=
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Из ∆ CD
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Ответ: arcsin

. 

Задача 2. Дан куб АВСDA1B1C1D1. Найти угол между плоскостью, проходящей через вершину А и середины рёбер СС1 и С1D1 и плоскостью основания.

Решение. Построим сечение методом следов. Опустим перпендикуляр из точки S на AL.
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По теореме о трёх перпендикулярах DE

AL.Угол SED – угол между плоскостью сечения и плоскостью основания. Пусть 

SED=

.Обозначим ребро куба 

, тогда МС1=С1N=

. Треугольник NCL равен треугольнику MC1N, значит CL=

, тогда DL=

. Из треугольника ADL найдем DE: DE=

=

.Треугольник SD1M подобен треугольнику SDL, отсюда 

. 

Угол 

 найдём из треугольника  SDE: 


Ответ: 

.

Задача 3. Высота правильной четырёхугольной пирамиды TABCD в два раза меньше стороны основания. Найдите угол 

 между плоскостью основания и плоскостью боковой грани и угол 

 между диагональю основания и плоскостью боковой грани.
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Решение. Через центр основания O проведём плоскость 

, перпендикулярную линии пересечения 

 грани 

 и плоскости основания. Для этого в плоскости (ABC) опустим перпендикуляр 

 на 

. Если AB=BC=

, то 

  и, по условию, высота 

. Плоскость прямоугольного равнобедренного треугольника 

 и является плоскостью 

 (по признаку перпендикулярности прямой и плоскости). Так как 

 — ортогональная проекция 

 на плоскость основания, то 

. Поэтому 

- линейный угол двугранного угла, образованного плоскостью основания  и грани 

. Поскольку 

, то 

  и 

. 

Угол между прямой 

 и плоскостью 

 равен углу между прямой 

 и её ортогональной проекцией на плоскость 

. Проекцией 

 на 

является основание 

 высоты 

 прямоугольного треугольника 

, опущенной на гипотенузу 

. Действительно, 

 по построению и 

, т.к. 

 и 

. Итак 

 перпендикулярно двум пересекающимся прямым 

 и 

 грани 

, поэтому 

. Следовательно, ортогональной проекцией 

 на плоскость 

 является прямая 

 и угол 

 между 

 и 

равен 

.Т.к. 

, то 

 и, следовательно, 

, 

, откуда 

, значит 

.

Ответ: 

, 

.

Задача 4. В прямоугольном параллелепипеде 

: 

, 

. Через вершину 

 и середину 

 ребра 

 проведена плоскость, параллельная диагонали 

 грани 

. Постройте сечение параллелепипеда этой плоскостью. Вычислите площадь сечения и расстояние от вершины 

 до плоскости сечения.
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Решение. Построим сечение параллелепипеда. В плоскости 

 через точку 

 проведем прямую, параллельную ВС1 до пересечения с прямыми 

 и 

 в точках 

 и 

, соответственно: 

.

В плоскости 

, 

 - точка пересечения  прямых 

 и 

, 

 (

 ~ 

). Прямые 

 и 

 параллельны , точка R принадлежит ребру C1D1, RD1=

(

 ~



). Искомое сечение: 

. Площадь S этого сечения вычислим по формуле: 

, где 

проекция сечения на  плоскость (АВС). Проекцией сечения является пятиугольник 

.
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. Найдём угол 

между плоскостью сечения и плоскостью АВС. Через точку 

 проведём плоскость 

, перпендикулярную линии пересечения плоскостей 

.Опустим перпендикуляр 

 на 

, 

. Гипотенуза 

 прямоугольного треугольника 

 перпендикулярна 

, значит 

 тогда 

  и поскольку 

,  то 

.



. 

Найдём расстояние от точки 

 до плоскости сечения. 

 - перпендикуляр, опущенный из 

 на гипотенузу 

 треугольника 

. 

 -расстояние от точки А до плоскости сечения. Через 

 проведём 

║

 

 и FE║LP, 

║

 

 Тогда 

 - расстояние от 

 до плоскости сечения, и поскольку 

 подобен 

, то 

.

Ответ:


Задача 5. В правильной треугольной призме 

 через ребро 

 верхнего основания 

 и середину M бокового ребра 

 проведено сечение. 

Найдите:1) угол между плоскостью сечения и плоскостью основания; 2) площадь данного сечения; 3) расстояние от середины 

 ребра 

до плоскости сечения. Известно, что высота призмы 

, а сторона основания 

.
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Решение. Построим линию пересечения плоскости 

 данного сечения с плоскостью основания. Прямую 

 продолжаем до пересечения с прямой 

 в точке 

, прямую 

- до пересечения с прямой 

 в точке 

. 

- искомая прямая. Через точку 

 проводим плоскость 

, 

, 

. Прямые 

 и 

 перпендикулярны 

 и проходят через C, следовательно 

, треугольник 

- прямоугольный  и его гипотенуза 

 лежит в плоскостях 

и 

 и, следовательно, 

. Так как 

 и 

, то 

- угол между 

 и плоскостью (ABC), 

,где h – высота 

. Очевидно 

 и 

 равен высоте 

  треугольника ABC. Следовательно, 

. 

Площадь треугольника 

 равна 

, где 

- площадь проекции 

 на плоскость (АВС), т.е. 

. 

Найдём расстояние от точки

 до

. Расстояние от 

 до 

 равно высоте 

, опущенной на гипотенузу 

. (Действительно, 

 по построению и 

, т.к. 

 и 

, то 

 перпендикулярна двум пересекающимся прямым , лежащим в плоскости 

). Значит расстояние от 

 до 

 равно 

. Через точку 

 проведём 

║

, 

, 

║

, 

. Тогда 

 ~ 

 и искомое расстояние 

 находим  из условия: 

, 


Ответ: 

.
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Задача 6. Найдите площадь сечения правильной четырехугольной пирамиды TABCD плоскостью, проходящей через центр ее основания параллельно апофеме TK боковой грани TAB и медиане BM боковой грани TBC, если сторона основания равна 8, а расстояние от вершины пирамиды T до секущей плоскости равно r=

.
Решение. Построим сечение. Проведем 



 ,тогда 

 и 

.
Плоскость TKD проходит через апофему TK и параллельна медиане ВM. Затем выполним параллельный перенос плоскости TKD в направлении АВ на величину 

 (KL=LB=

).
Полученная плоскость SLR проходит через центр основания пирамиды, параллельна апофеме TK и медиане ВM, т.е. является заданной в условии секущей плоскостью. 

Если 

 

, то четырехугольник LPQR - искомое сечение.
Из подобия треугольников TSP и BLP следует SP = SL/2, а из подобия треугольников TSQ и CRQ - SQ = SR/4, так как TS = KL = 

, а CR = 

.

Тогда площадь треугольника PSQ равна:




Следовательно, площадь сечения LPQR равна 7/8 площади треугольника LSR, или равного ему треугольника KTD. Проведем 

 и

. Длина OF равна расстоянию от центра основания пирамиды до плоскости TKD и равна заданному в условии задачи расстоянию от вершины пирамиды до секущей плоскости SLR.


 




 





Ответ:8.

Задача 7. В прямоугольном параллелепипеде

 через диагональ 

 проведено сечение, параллельное диагонали основания 

 и образующее с диагональю основания 

 угол 

. Найдите площадь поверхности сферы, описанной вокруг параллелепипеда, если его высота в два раза больше диагонали основания, а площадь сечения равна 

.
Решение: 

Данное сечение проходит через середины 

 и 

рёбер 

 и 

, соответственно, т.к. прямая 

 пересекается с диагональю 

 в центре 

 параллелепипеда и 

║

.
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Пусть 

. Тогда 

, где 

- угол между плоскостью сечения и плоскостьюABC.Проведём через точку А прямую m║ BD.Тогда 

-линия пересечения плоскостей АКС1 и АВС. Из точки 

 опустим перпендикуляр 

 на 

. Тогда 

.

Поскольку плоскость С1РС перпендикулярна 

, то перпендикуляр 

, опущенный из вершины прямого угла треугольника С1СР  на гипотенузу 

 является перпендикуляром к плоскости АКС1 и 

 — ортогональная проекция  точки 
[image: image27] на эту плоскость. Поэтому 

 является углом между диагональю 

 и плоскостью АКС1, т.е. 

.

Пусть АС= d .Тогда из 

 имеем:  

. Поскольку по условию 

, то 

, 

, 

.

Так как 

 равно удвоенной высоте треугольника 

, опущенной на гипотенузу 

, то 

. По условию  

 и 

, то d находим из условия: 

, т.е. 

.

Поскольку центр описанной сферы лежит в центре 

 параллелепипеда, то её диаметр АС1=2R, 

, а площадь поверхности сферы равна 

.

Ответ: 

.
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Задача 8. Найдите площадь сечения правильной треугольной пирамиды 

 плоскостью, проходящей через середину ребра 

, середину ребра 

 и параллельной медиане 

 основания. Сторона основания 

 равна высоте пирамиды 

 и равна 

.

Решение:

Построим сечение. Через середину 

стороны 

проведём 

║

, 

 и обозначим через 

 точку  пересечении прямой 

 с прямой 

. Прямая 

, лежащая в пл.

, пересекает 

 в точке 

. 

 — искомое сечение.

Очевидно, 

. 

 поскольку 

║ и, следовательно, 

, т.е. 

 - равнобедренный: 

.
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Найдём положение 

 на 
. В 
 через 

 проведём среднюю линию

║

. Тогда 

 подобен 

, откуда 

 и, поскольку 

, то 

.

Пусть 

 - площадь сечения ,и 

- площадь его проекции 

 на пл.(ABC) и 

 - угол между плоскостью  (ABC). Тогда 

.

Для вычисления 

 и 

 обозначим высоту основания через 

. Заметим, что т.к. 

, то 

. А т.к. 

, то 

. 

, где 

 и 

- высоты 

 и 

, соответственно, опущенные на 

. Т.к. эти высоты параллельны 

 и 

, 



, то 

. 

.

Для нахождения 

 опускаем перпендикуляр 

 из точки 

 на плоскость основания и затем из 

 опускаем перпендикуляр 

 и 

 - линию пересечения плоскости основания. Т.к. 

 - ортогональная проекция 

 на плоскость ABC, то по теореме о трёх перпендикулярах 

. Т.к. 

 по построению, то 

 и 

 т.е. 

, 

, 

.

Ответ: 

.

Задача 9. В основании пирамиды лежит ромб со стороной 

и острым углом 

. Каждый из двугранных углов при основании равен 

. Определить объём шара, вписанного в пирамиду.

Решение.
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Пусть SABCD – данная пирамида. Высота пирамиды SE пересекает основание пирамиды в точке пересечения диагоналей ромба(являющейся центром вписанной окружности) и  центр вписанного шара O лежит на высоте пирамиды. Угол SKE – линейный угол двугранного угла, который грань SAB образует с основанием. Согласно условию 

, L и E – точки касания шара с гранями SAB и ABC соответственно, EF=EK, KO – биссектриса  угла 

 и потому 

, OE – радиус вписанного шара.

Из 

выразим 

=ОЕ:



.

Найдём объём шара: 

.

Ответ: 

.

Задача 10. Основанием пирамиды служит прямоугольник, диагонали которого образуют угол 

, а боковые рёбра составляют с основанием угол 

. Определить объём пирамиды, если радиус описанного около неё шара равен R.

Решение.

[image: image38.png]


Пусть дана пирамида SABCD с прямоугольным основанием ABCD, SO-её высота; тогда по условию 

 

(т.к. 

), а поэтому все боковые рёбра равны между собой и 

является точкой пересечения диагоналей прямоугольника. Центр описанного шара должен лежать на перпендикуляре к плоскости ABCD, восстановленном в центре прямоугольника, т.е. на высоте SO.

Рассмотрим 

 и 

. 

Из 

 выразим AC:  

.

Из 

: 




.

Вычислим объём пирамиды:






.

Ответ: 

.

Задача 11. Одно из оснований правильной треугольной призмы принадлежит большому кругу шара радиуса R, а вершины другого основания принадлежат поверхности этого шара. Определить высоту призмы, при которой объём призмы будет наибольшим. Найти объём призмы.

Решение.
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Пусть ABCA1B1C1 правильная треугольная призма. O – центр шара. Обозначим высоту призмы 

 ,где 

 а сторону основания — 

. Тогда объем призмы 

. Из 

 где  А1О=R,АА1=x ,АО=

 получим 




Тогда  

.

Для определения значений x, при которых объём призмы будет наибольшим, найдём производную функции 

 и её критические точки: 

.

Приравняв производную к нулю, найдём, что 

.

Покажем, что точка x=

 — точка максимума функции V(x).
Очевидно, что V’(x) при переходе через 

 меняет знак с плюса на минус. Тогда 

.

Ответ: 

; 

.

Задача 12. В сферу радиуса R вписана пирамида, основание которой – правильный треугольник. Одно из боковых рёбер перпендикулярно основанию и равно 

. Между сферой и пирамидой расположена правильная треугольная призма, одно из оснований которой лежит в плоскости основания пирамиды, а вершины другого основания принадлежат сфере. Какой наибольший объём может иметь призма?
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Решение.

Центры оснований пирамиды и призмы совпадают. Это следует из того, что вершины основания пирамиды и призмы принадлежат сфере, и грани, их содержащие, параллельны, значит , центры оснований лежат на одном диаметре сферы.

Пусть сторона основания призмы a,О1О2=x, где x>0, 

.

В 

 

, а 

, так как ОА=ОS как радиусы сферы, то О1О=

, тогда 

. 

Вычислим объём призмы: 

. Итак, получили объем призмы как функцию переменной x. Найдём производную функции 

:

; 

 при 

, x>0. 

 при переходе через точку 

 меняет знак с

 «+» на «—», значит это точка максимума.

Итак, 

.

Ответ: 


Задача 13. Шар радиуса r вписан в правильную четырёхугольную пирамиду, которая, в свою очередь, вписана в сферу. Определить, какой должна быть высота пирамиды, чтобы радиус описанной сферы был наименьшим? Найти это наименьшее значение радиуса. Докажите, что в этом случае центры вписанного шара и описанной сферы совпадают.

Решение. 

Пусть высота пирамиды 

, где 

, R — радиус описанной сферы, а — сторона основания пирамиды О — центр описанной сферы, О1 — центр вписанного шара.
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Треугольник 

 подобен треугольнику SBC, отсюда: 

. Из 



; 



; 



;



;



 

 при 

±

.

Т.к. 

, то 

. Вокруг точки 

 производная меняет свой знак с минуса на плюс, значит это точка минимума. Найдём наименьшее значение радиуса:



. 

Центры 

 и 

 совпадают, если 

x, проверим это:



 — значит, центры описанной сферы и вписанного шара совпадают.

Ответ: 

.
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