Задача №1

В окружность радиуса R вписан прямоугольный треугольник с максимальной площадью. 

Найти его стороны.

       
В окружность заданного радиуса можно вписать  бесконечное множество прямоугольных треугольников.  Используя возможности компьютерных технологий, можно продемонстрировать это бесконечное множество треугольников во Flash-анимации или в другой аналогичной программе. 

Каждый треугольник имеет свою площадь.  Наша  цель: выделить из этого бесконечного множества тот прямоугольный треугольник, который имеет наибольшую площадь.

Рассмотрим различные способы  решения этой задачи. 
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Сначала  применим   типичный  способ  решения планиметрических задач.

Если прямоугольный треугольник вписан в окружность, то его прямой угол опирается на диаметр, и гипотенуза является диаметром этой окружности.

АВ=2R.   S= 0,5AB* Сi Oi   ,   S= 0,5 *2R* Сi Oi   ,   S= R* Сi Oi

  
Высота  Сi Oi, проведённая на гипотенузу,  в данном случае является величиной переменной, R – величина постоянная.  S – возрастающая линейная функция от высоты.

Площадь треугольника принимает наибольшее значение при максимально возможном значении высоты, то есть при высоте, равной R.

Тогда  ∆ АОС = ∆ ВОС по двум катетам; АС=ВС; ∠А = ∠ В= 45о 

[image: image3.png]AC=BC=RV2



 

Ответ:  стороны  прямоугольного треугольника с максимальной площадью 
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Решение этой же задачи с помощью производной.

∠ АСВ= 90о  – вписанный угол, опирающийся на диаметр; 

АВ= 2R, где  R –радиус окружности  (величина постоянная)

Пусть ∠ САВ=α , α – величина переменная.

Имеем:  АС=2R cos α   ВС= 2R sin α 

Площадь данного треугольника АВС 

   S= ½  АС * ВС     или
   S= ½ 2R cos α  * 2R sin α; 
   S =  R2 sin 2α  .  R – постоянная величина,  S  и α переменные  величины.

 
Найдем границы изменения угла α. Величина угла    α  изменяется в пределах (0; π/2)

Введём  функцию  S(α)=  R2 sin 2α,  непрерывную  на всей числовой прямой.      

Чтобы  воспользоваться  хорошо  известным  алгоритмом  нахождения наибольшего значения непрерывной  функции на отрезке, мы вычислим   значения этой функции на концах отрезка [0; π/2] и значения её во внутренних критических точках этого отрезка.

S(0) =0 ;  S(π/2)=0. 

Остаётся выяснить, нет ли среди внутренних точек отрезка  [0; π/2] критических точек функции S . Тут-то нам и поможет производная.

S/(α)=  2R2 соs 2α 

  2R2 соs 2α = 0     ⇒  соs 2α=0 

Для внутренних точек отрезка  [0; π/2]   2α ∈(0; π).    На промежутке  (0; π) равенство   соs 2α=0  будет верным   в единственной точке  при 2α=π/2, то есть при α=π/4.  Эта критическая точка оказалась внутренней точкой отрезка   [0; π/2]  . 

S(π/4)=  R2 sin( 2* π/4);        S(π/4)=  R2 sin( π/2);         S(π/4)=  R2 . 

Так как  S(0) =0,      S(π/2)=0,       S(π/4)=  R2,      то своего наибольшего значения на отрезке [0; π/2]  функция достигает  при α=π/4, 

Это будет равнобедренный прямоугольный треугольник.

Стороны треугольника :  
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Ответ:   стороны треугольника с максимальной площадью равны 
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Полезно в качестве повторения  альтернативных  формул  обсудить со  школьниками  и такую возможность вычисления площади треугольника АВС:    

SAOC  +  SBOC =0,5R2 sin∠AOC + 0,5R2 sin∠COB. 
Но синусы смежных углов равны   (sin∠AOC= sin∠COB), поэтому  площадь 

SAВC =R2 sin∠AOC, достигающая наибольшего значения при синусе прямого угла.


Какое из предложенных решений лучше – решает каждый для себя.

Задача 2.

В равнобедренной трапеции верхнее меньшее основание и боковая сторона равны а.    

Найти большее основание так, чтобы площадь трапеции была наибольшей.

 
Существует бесконечное множество равнобедренных трапеций, у которых три стороны  –   верхнее  меньшее  основание и боковые стороны — равны длине а  . 
 Используя возможности компьютерных технологий, можно продемонстрировать это бесконечное множество трапеций с помощью анимации. 

Каждая трапеция имеет свою площадь.  Наша цель:  выделить из этого бесконечного множества ту  трапецию, которая  имеет наибольшую площадь.

  Решение.

Меньшее верхнее основание трапеции и боковая сторона равны а. Большее основание обозначим b,  высоту трапеции обозначим h.
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Площадь трапеции S = 0,5 (а + b) h.    Находим высоту h из  

∆ АМВ по теореме Пифагора и вычисляем площадь трапеции
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В полученной формуле  a – постоянная величина;    b и S– переменные величины.
Определим границы изменения переменной величины b. 

По свойству длины отрезка и длины замкнутой  выпуклой ломаной, соединяющей концы

 отрезка,  b< 3а.  В  то  же  время  b >   MN, b > a. 

a<b<3a
0<b-a<2a
        Отметим, что  (b-а)  неотрицательное число;  возведение в квадрат обеих частей неравенства 

       приведёт к равносильному неравенству.

0 < (b-a)2  < 4a2

0 < (b-a)2 / 4  < a2
 А потому подкоренное выражение             [image: image11.png](b-a)
e




при всех значениях  b, принадлежащих отрезку

 [ а; 3а],    число неотрицательное. 

 Найдем наибольшее значение функции     на отрезке [а; 3а].

 S(a) = a2   S(3a) =0

Посмотрим, нет ли среди внутренних точек отрезка  [а; 3а] критических точек.

 S/ (b) = (0,5 (а + b) ( a2-(b-a)2/4)1/2)/=

=0,25(3a2+2ab –b2)1/2+0,25 (a+b)*0,5*(3a2+2ab –b2)-1/2  *(2a-2b)=

= (4a2 +2ab-2b2) / (4*(3a2 +2ab-b2)1/2   =

2(2a2 +ab – b^2)/ (4*(3a2 +2ab-b2)1/2  . Учитывая, что b ∈(a; 3a).    
( 2a – b) ( b + a)/2 (3a –b)1/2 (b+ a)1/2; на положительное число 

 (b+a)1/2 можно сократить .
 Получим   ( 2a – b)(a+b)1|2/2(3a – b)1/2.
 При  b=3a   знаменатель равен нулю, но число  3а     внутренней точкой отрезка [ а; 3а]    не является.  

 Найдём теперь те внутренние точки отрезка,  в которых производная обращается в нуль. 

2а – в = 0,  b = 2a. 
Значение  «2а»  является внутренней точкой отрезка [а; 3а].

Так как  S(a) = а2  , S(3a) = 0,    [image: image12.png]S(2a) = 0,75a2 /3



   ,   то своего наибольшего значения на отрезке [а; 3а]  функция достигает  при  b = 2а.                                                                                                                                                                       Ответ: площадь трапеции будет наибольшей, когда большее основание трапеции равно 2а. Непременно с детьми подберём соответствующий весьма любопытный рисунок такой трапеции:
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Трапеция в этом случае представляет собой объединение трёх равносторонних треугольников.

Задача 3 (резерв).

Найти углы прямоугольного треугольника, в котором отношение радиусов вписанной и описанной окружностей будет наибольшим.


Решение.

Обозначим ∠A = α, тогда ВС = ABsin α, АС = ABcos α.

ВМ = ВК

СМ = CN               как отрезки касательных, проведённых из одной точки

AN = АК               к  одной окружности 

Пусть r – радиус вписанной окружности, a R – радиус описанной окружности 

 СМ = CN = r. 

Поэтому MB = ВС – r, AN =АК= АС – r.

Используя полученные равенства, можно записать уравнение

 MB + AN = BK + AK = АВ  или 

AB sin α – r + AB cos α – r = АВ. 
 Выразим r :        2r = ABsin α + ABcos α – АВ

  r = AB(sin α + cos α – 1)/2

  В этой формуле AB/2=R,   так как АВ является диаметром описанной около данного прямоугольного треугольника окружности.

  r = R(sinα + cosα – 1)

Тогда отношение радиусов вписанной и описанной окружностей будет

 r    
—  =    sinα + cos α -1.

R

По смыслу задачи 0 < α <π/2 .

Введём  функцию f(α) = sin α + cos α -1, непрерывную на всей числовой прямой. 

Вычислим   значения этой функции на концах отрезка [0; π/2]  и значения её во внутренних критических точках этого отрезка.

Для нахождения критических точек функции найдем её производную :

f /(α) = (sin α + cos α – l) /

f /(α)  = cos α – sin α.

 Вычислим критические точки: 

 cos α – sin α = 0.
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 Принадлежит отрезку [0; π/2]  только корень  α = π/4. 

Вычислим значение функции на концах отрезка и в точке  α=π/4

f(0) = sin 0° + cos 0° – 1 = 0;

 f(π/4) = sin π/4  + cos π/4  -1=  [image: image14.png]



 f(π/2) = sin π/2  + cos π/2 -1 = 0.

На  отрезке  [0; π/2]  функция  f  достигает своего наибольшего значения при α = π/4. 

Значит,  отношение  радиусов  вписанной  и описанной окружностей будет  наибольшим, если острые углы прямоугольного треугольника ABC будут равны π/4  . 

Ответ: ∠А=∠В= π/4  .

Без применения производной эту же задачу можно решить так.

r / R=    sinα + cos α -1,   но  sinα + cos α -1 = 
[image: image15.png]ﬁcns(u—%)—l



.   

Наибольшее значение, которое может принимать косинус, равно 1.

На отрезке  [0; π/2]   наибольшего значения      это выражение 

достигает при   α = π/4.

Задачи для самостоятельного решения.

1. Изо всех прямоугольных треугольников с заданным периметром выбрать прямоугольный треугольник наибольшей площади.

2. В данную окружность радиуса R вписан равнобедренный треугольник. Какое наибольшее значение может принимать высота этого треугольника, проведенная к боковой стороне?  При каком значении градусной меры угла  при вершине это событие произойдёт?

3. В равнобедренный треугольник с длинами сторон 15, 15 и 18  вписан параллелограмм так, что угол при основании у них общий. Каковы должны быть стороны параллелограмма, чтобы его площадь стала наибольшей?

4. При каком значении длины высоты прямоугольная трапеция с острым углом 45° и периметром 4 см имеет наибольшую площадь?






















