ТЕМА 1. Делимость целых чисел. Делимость суммы, разности, произведения и частного.

Примерные задачи для проведения занятий:

1. Докажите, что если а, b и с делятся на m, то а+b - c делится на m.

2. Число а кратно 3. Докажите, что 4а кратно 12.

3. Число а кратно 6. Докажите, что а2 -12а кратно 36.

4. Известно, что а кратно 3, b кратно 8. Докажите, что ab кратно 24.

5. Известно, что а кратно 3, b кратно 2. Докажите, что 2а+3b кратно 6.

6. Докажите, что сумма квадрата целого числа и самого числа есть число чётное.

Решение.n2+n=n(n+1) – произведение двух последовательных целых чисел, одно их них чётное, т.е. делится на 2 

7. Известно, что аb+cd делится на а+с. Докажите, что аd+cb делится на а+с. 

Решение. аd+cb=(а+с)(в+d)-( аb+cd),  поскольку уменьшаемое делится на а+с, вычитаемое делится на а+с по условию, то разность, т.е аd+cb, делится на а+с.  

8. В классе 27 учащихся. Может ли каждый из них дружить ровно с девятью одноклассниками? 

Решение. Нет. Пусть каждый из 27 учеников дружит ровно с девятью одноклассниками, тогда количество дружащих пар равно 
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  - не целое число.

9. Каких чисел больше среди первых 1000 натуральных чисел: тех, которые делятся на 3 или на 5, или тех, которые не делятся ни на 3, ни на 5? 

ТЕМА 2. Теорема о делении с остатком.

Примерные задачи для проведения занятий:

1. Докажите, что сумма квадратов двух последовательных целых чисел при делении на 4 даёт остаток 1.

2. Число а чётное, число в нечётное. Каким может быть число:а) а+в; б) а-в; в) ав; г) 3а+в; д) а2 +в; е) а+ в2;  ж) а+2в?

3. Число а делится на 3, число в не делится на 3. Делится ли на 3 число: а) а+в; б) а-в; в) ав.

4. Число а - чётное. Может ли остаток от деления числа а на 6 быть равным 1? 3? 

Ответ нет.

5. Число а – кратно 3. Может ли остаток от деления числа а на 12быть равным 2? Ответ: Нет. Указание. Если предположить, что 3к=12q+2, где q и k – целые, то отсюда следует, что 2 делится на 3.

6. Нечётное число а кратно 3. Чему равен остаток от деления числа а на 6? Ответ 3. 

7. Докажите, что если n не кратно ни 3, ни2 и n>3, то n2  при делении на 24 даёт остаток, равный 1.

Решение. Т.К. n не кратно 2, то n=2к+1 и n2-1=(n-1)(n+1=4k()k+1).Поскольку к(к+1) делится на2, то n2-1 делится на 8. Т.к. n не кратно 3, то либо n+1, либо n-1  кратно 3, т.е. n2-1 кратно 3. следовательно, n2-1 кратно 24, т.е. n2=24m+1. 

ТЕМА 3. Взаимно простые числа.

Примерные задачи для проведения занятий:

1. Верно ли, что числа n и n+1 взаимно просты?

2. Докажите, что при любом целом n число n (n+1)2(n+2) делится на 12.

3. Докажите, что при любом целом n число (n3+3n2+2n)(n+7) делится на 24.

4. При каких натуральных  значениях n число  n6 + 2n5 –n2-2n делится на 120.

Решение.n
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 n6 + 2n5 –n2-2n= n5(n+2)-n(n+2)= (n5-n)(n+2)=(n-1)n(n+1)(n+2)(n2+1). Заметим, что n-1, n, n+1 и n+2 – четыре последовательных натуральных числа при n
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1 (если n=1, то данное число делится на 120, поскольку в этом случае оно равно 0). Значит, по крайней мере одно из них кратно 3 и два из них – последовательные чётные числа, одно из которых делится на 2, другое – на 4. Итак, (n-1)n(n+1)(n+2) делится на 3 и на 8. Если при делении n на 5 остаток равен 0,1,3 ил 4, то число n-1, n, n+1и n+2 соответственно делится на 5. Если же n=5q+2, где q
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 - целое, то n2+1=25q2+20q+5 кратно 5. Таким образом, (n-1)n(n+1)(n+2)(n2+1) делится на 5. Поскольку числа 3,5 и 8 взаимно простые, то данное число делится и на их произведение, т.е. на 120.

5. Известно, что числа n и 6 взаимно просты. Докажите, что число n2 при делении на 24 дает в остатке 1.

Решение. Число n не является чётным числом, так как n и 6 взаимно просты. n2-1= (n+1)(n-1) – произведение двух последовательных чисел, поэтому n2-1 кратно 8. Число n не кратно 3, так как n и 6  взаимно просты, значит, n-1 или n+1 кратно 3.  Итак, n2-1 делится на 3. Числа 3 и 8 взаимно просты, поэтому n2-1 делится на 24 (их произведение), т.е. n2=24m+1.

ТЕМА 4. Сравнения по модулю.

Определение 6.1.  Целые числа 
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 и 
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называются равно остаточными при делении на целое число 
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, если остаток от деления 
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 и 
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 на 
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 равны.

     Пример.  1) 5 и 56 равноостаточные при делении на 7.

                     2)–17; 3; 15 равноостаточные при делении на 4.

     Теорема 6.2.   Для того чтобы числа 
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 и 
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 были равно остаточными при делении на целое число 
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, необходимо и достаточно, чтобы 
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     Следствие 6.3.  Если числа 
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 и 
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 равноостаточны при делении на 
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 и 
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 , то 
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  равноостаточны при делении на 
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     Замечание 6.4.  Равноостаточные при делении на 
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 числа 
[image: image23.wmf]a

 и 
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 называются также сравнимыми по модулю 
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. Это обозначается так:
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Эта форма записи называется еще сравнением.

     Замечание 6.5.  Теоремы 6.2. и 6.3. можно сформулировать на языке сравнений, а именно:

     Теорема 6.2.*     
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     Следствие 6.3.*   Если  
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Рассмотрим основные  свойства сравнений.

     6.1. 
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     6.2. Если 
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     6.3. Если 
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     6.4. Если 
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     6.5. Если 
[image: image41.wmf])

(mod

m

b

a

º

 и 
[image: image42.wmf])

(mod

m

d

c

º

, то 
[image: image43.wmf])

(mod

m

bd

ac

º

.

     6.6. Если 
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     6.7. Если 
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     6.8. Если 
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В теории сравнений играет важную роль теорема Ферма.

     Теорема 6.6. (Ферма)   Если целое число а  не делится на простое число 
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Контрольные вопросы

6.1. Какие числа называются равноостаточными при делении на целое число m?

6.2. Каково необходимое и достаточное условие сравнимости чисел по данному модулю?

6.3. По какому модулю сравнимы все целые числа?

6.4. Как определить, сравнимы ли числа по данному модулю?

6.5. Приведите примеры целых чисел, сравнимых по модулю 8?

6.6. Все ли числа из данной последовательности являются сравнимыми по модулю 6:

                     -27; -9; 0; 9; 69; 669; 430. Почему?

6.7. Как записать условие 
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в виде равенства с параметром.

Примерные задачи для проведения занятий:

1. Докажите, что a ≡ b (mod m) тогда и только тогда, когда a – b делится на m. 

Решение: Пусть a ≡ b (mod m). Обозначим одинаковый для a и b остаток при делении на m через r. Тогда [image: image55.png]a=mhky +r, mky + 7.



              Отсюда a – b = m(k1 – k2) делится на m. 

Обратно, пусть a – b делится на m. Разделим a и b на m с остатком. Получим a = mk1 + r1, b = mk2 + r2. Отсюда a – b = m(k1 – k2) + r1 – r2 делится по условию на m. Таким образом, r1 – r2 делится на m. Так как |r1 – r2| < m, то r1 = r2. 

2. Докажите, что n² + 1 не делится на 3 ни при каком целом n. 

3. Докажите, что 1102003+75232 делится на 37.
Решение: Заметим, что 110=3*37-1=-1 (mod 37), а 75=2*37+1=1 (mod 37). Тогда по mod 37 сумма 1102003+75232 сравнима с (-1)2003+1232 = -12003+1232 = -1+1 = 0, т.е. она делится на 37, ч.т.д.

4. Найдите остаток от деления 6¹ºº на 7. 

5. Найдите остаток от деления 3¹º² на 101. 

Решение:  Так как 101 – простое число, то 3¹ºº ≡ 1 (mod 101). Отсюда 3¹º² ≡ 9 • 3¹ºº = 9 (mod 101). 

ТЕМА 5. Основные свойства сравнений по модулю.

Свойства сравнений

ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Два целых числа a и b называются сравнимыми по модулю m (m Î N, m > 1), если при делении на m они дают одинаковые остатки или, равносильно, m делит a - b. Обозначение: a ≡ b (mod m).

Свойства сравнений: 

1.Если a ≡ c (mod m) и b ≡ c (mod m), то a ≡ b (mod m). 

2.Если a ≡ a1 (mod m) и b ≡ b1 (mod m), то a + b ≡ a1 + b1 (mod m) и ab ≡ a1b1 (mod m). (Верные сравнения можно почленно складывать и перемножать.) 

3.Если ad ≡ bd (mod m) и (d, m) = 1, то a ≡ b (mod m). Обе части сравнения можно разделить на их общий делитель, если последний взаимно прост с модулем m.) 

4.Обе части сравнения и модуль можно разделить на их общий делитель. 

5.Если a ≡ b (mod m), то ad ≡ bd (mod m), где d - целое число. 

6.Если a ≡ b (mod m), то an ≡ bn (mod m). 

7.Если m1 - делитель m и a ≡ b (mod m), то a ≡ b (mod m1) 

Примерные задачи для проведения занятий:

1. Какие из следующих сравнений являются верными: 

1) 1 ≡ -5(mod 6);    2) 546 
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 0(mod 13);    3) 23 
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 1 (mod 4);    4) 3m 
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 -1(mod m)? 

2. Доказать, что следующие сравнения являются верными: 

121 
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 13145 ( mod 2), 

121347 
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 92817 ( mod 10), 

31 
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 -9 ( mod 10), 

(m - 1)2 
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 1 (mod m), 

2m + 1 
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 (m + 1)2 (mod m). 

3. Докажите, что 3099 + 61¹ºº делится на 31. 

Решение:     3099 ≡ ( – 1)99 ≡  – 1 (mod 31) 61¹ºº ≡ ( – 1)¹ºº ≡ 1 (mod 31). 

4. Докажите, что 

а) 43¹º¹ + 23¹º¹ делится на 66. 

б) an + bn делится на a + b, если n – нечетное число. 

Решение:      б) an + bn = (a + b)(an – 1 – an – 2b +  …  + ( – 1)n – 1bn – 1) 

5. Докажите, что 1n + 2n +  …  + (n – 1)n делится на n при нечетном n. 

Решение:           Указание: Рассмотрите сумму симметричных слагаемых. 

6. Докажите, что существует бесконечно много натуральных чисел, не представимых в виде суммы трех точных кубов. 

Решение:   Рассмотрите числа вида 8k + 7. 

7. Докажите, что ни одно из чисел вида 103n + 1 нельзя представить в виде суммы двух кубов натуральных чисел. 

8. Докажите, что среди 51 целого числа найдутся два, квадраты которых дают одинаковые остатки при делении на 100. 

Решение: Используйте тождество x² – y² = (x – y)(x + y). 

9. Назовем натуральное число n удобным, если n² + 1 делится на 1000001. Докажите, что среди чисел 1, 2, …, 1000000 четное число удобных. 

Решение:  Если x – удобное число, то и 1000001 – x – также удобное. 

10. а) Может ли квадрат натурального числа оканчиваться на 2? 

      б) Можно ли, используя только цифры 2, 3, 7, 8 (возможно, по несколько раз), составить квадрат натурального числа? 

Решение:    а) нет; б) нет. 

11. Какое число нужно добавить к числу (n² – 1)¹ººº • (n² + 1)¹ºº¹, чтобы результат делился на n? 

Решение:   Например,  – 1 или n – 1. 

12. Найдите остаток от деления на 7 числа 10¹º + 10¹ºº + 10¹ººº +  …  + 10¹ºººººººººº. 

Решение: 5. 

13. Сколько существует натуральных чисел n, меньших 10000, для которых 2n – n² делится на 7? 

Решение: 2858. 

14. Обозначим через k произведение нескольких (больше одного) первых простых чисел. Докажите, что число а) k – 1; б) k + 1 не является точным квадратом. 

Решение:  а) k – 1 = 3p + 2, а по модулю 3 квадраты могут давать лишь остатки 0 или 1. 

б) k + 1 = 4q + 3, а по модулю 4 квадраты могут давать лишь остатки 0 или 1. 

15. Существует ли такое натуральное n, что n² + n + 1 делится на 1955? 

Решение:     Нет. n² + n + 1 не может даже делиться на 5. 

16. Докажите, что 11n + 2 + 122n + 1 делится на 133 при любом натуральном n. 

Решение: 
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17. Пусть n – натуральное число такое, что n + 1 делится на 24. Докажите, что сумма всех натуральных делителей n делится на 24. 

Решение:   Докажите, что сумма делителей делится и на 3, и на 8. 

18. Последовательность a1, a2, a3, … натуральных чисел такова, что an + 2 = an + 1an + 1 при всех n. 

а) a1 = a2 = 1. Докажите, что ни один из членов последовательности не делится на 4. 

б) Докажите, что an – 22 – составное число при любом n > 10. 

Решение:    а) Рассмотрите остатки членов последовательности по модулю 4 и докажите, что они повторяются по циклу. б) an – 22 делится на an – 6. 

ТЕМА 6. НОД и НОК. Алгоритм Евклида.

Примерные задачи для проведения занятий:
1. Найдите НОД чисел:

а) 2n и 2n+2;  б) 3n и 6n=3;   в) 2n и 4n+2;  г) 30n+25 и 20n+15.

Ответ а)2; б) 3; в) 2; г) 5.

2. Найдите два натуральных числа, сумма которых равна 35, а наименьшее общее кратное равно 42.     Ответ:14 и 21.

3. Найдите НОД всех шестизначных чисел, состоящих из цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6 (без повторений).

Решение. Поскольку сумма цифр каждого рассматриваемого шестизначного числа равна 21, то каждое  из чисел кратно 3, но не кратно 9.Заметим, что 123 465-123 456=9, значит, НОД является делителем числа 9. Таким образом, НОД равен 3. 

4. Докажите, что только одно число, состоящее из чётного числа одинаковых цифр, простое. Найдите эти числа.     Ответ.11

5. Сумма двух чисел равна 463, а разность их квадратов - простое число. Найдите эти числа. 

Ответ.232 и 231.

6. Докажите, что в натуральном ряду после простого числа, большего трёх, не может стоять квадрат целого числа.         Указание. Предположив противное, имеем n2-1 – простое число.

7. Отцу 50 лет, а произведение возрастов трёх его сыновей 4199. Сколько лет каждому сыну?

Ответ.13, 17 и 19.

8. С помощью алгоритма Евклида найдите а) НОД (20, 14); б) НОД (39, 102). 

9. Докажите, что для любых двух чисел алгоритм Евклида заканчивается, то есть остаток становится равным 0 после конечного числа шагов. 

10. Докажите что для любых целых чисел a и b НОД(a, b) равен a) НОД(a+b, b); б) НОД(a – b, b); в) НОД(a – kb, b) для любого целого k. 

11.  a и b – целые числа, r – остаток от деления a на b. Докажите, что НОД(a, b)  =  НОД(b, r). 

Контрольные задания:
1. Может ли сумма квадратов двух нечетных чисел быть квадратом четного числа? 

2. Пятая степень числа оканчивается на ту же цифру, что и само число. Почему? Для каких еще степеней это верно? 

3. Квадрат целого положительного числа оканчивается на те же 2 цифры, что и само число. Что это за цифры? 

4. Докажите, что ни при каком натуральном k число 3k + 5k не является квадратом натурального числа. 

5. Найти остаток при делении (116 + 1717)21? 749 на 8. 

6. Докажите, что если a и b – натуральные числа, причем а2 + b2 делится на 21, то а2 + b2 делится и на 441. 

7. При каких натуральных n выражение n2 – 6n – 4 делится на 13? 

8. Докажите, что n3 + 2 не делится на 9 ни при каком натуральном n. 

9. Последовательность чисел Фибоначчи задана по следующему правилу: Ф1 = Ф2 = 1, при n >  1 Фn+1 = Фn + Фn – 1 (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,...). К числам Ф 100 и Ф99 применили алгоритм Евклида. Через сколько шагов он закончится, и чему равен его результат? 

10. Числа a, b и c взаимно просты в совокупности, то есть НОД(a, b, c) = 1. Докажите, что любое целое число линейно представимо через a, b и c, то есть для любого d существуют целые x, y и z такие, что d = ax + by + cz. 

11. Десятичная запись числа A состоит из 30 единиц и нескольких нулей. Может ли число A быть полным квадратом? 

12. Найти все k, для которых 2k – 1 делится на 7. 

13. Докажите, что если число a + b + c делится на 6, то число a3 + b3 + c3 тоже делится на 6. 

14. Найдите НОД (235 + 1, 2100 + 1). 

15. В государстве имеют хождение монеты достоинством a и b золотых, где a и b – взаимно простые натуральные числа. 

    а) Докажите, что такими монетами можно набрать (без сдачи) любую сумму, начиная с 2ab золотых.

    б) Найдите наибольшее число золотых, которое нельзя набрать такими монетами.

a и b – взаимно простые натуральные числа. 
16. В доме есть лифт с двумя кнопками, одна из которых поднимает лифт на a этажей вверх, а вторая опускает на b этажей вниз, если это возможно (например, на последнем этаже первая кнопка не работает). Докажите, что на этом лифте можно попасть с любого этажа на любой другой, если высота дома не меньше а) 2ab ; б) a + b. 
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