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ВВЕДЕНИЕ
Математика, 

 если на нее правильно посмотреть, 

 отражает не только истину, но и несравненную красоту. 

Бертранд Рассел.
Сегодня, в век информационного общества без базовой математической подготовки невозможна постановка образования современного человека и для жизни в этом обществе важным является формирование математического стиля мышления, проявляющегося в определенных умственных навыках.            

Одной из наиболее значимых форм повышенной математической подготовки являются математические олимпиады. Математические олимпиады школьников в России имеют большую историю и традицию. Большой вклад в становление и развитие олимпиадного движения в России внесли такие ученые и педагоги, как П.С. Александров, М.И. Башмаков, И.М. Гельфанд, Г.И. Глейзер, Б.В. Гнеденко, Б.Н. Делоне, Г.В. Дорофеев, а также: Г.И. Зубелевич, А.Н. Колмогоров, Н.Н. Константинов,  Г.Г. Левитас,  Л.А. Люстерник,   А.И. Маркушевич,  И.С. Петраков,   Д. Пойа, В.Н. Русанов, С.Л. Соболев, В.А. Тартаковский, Г.А. Тоноян и др. 
Значительно продвинулось развитие олимпиад благодаря использованию новых информационных и коммуникационных технологий. Так, широкую известность в школах России через Интернет получили Международный конкурс-игра «Кенгуру. Математика для всех» (М.И. Башмаков), дистанционная олимпиада «Эйдос» (А.В. Хуторской), Московский интеллектуальный марафон, турниры Архимеда, математические бои, турниры городов и др.

Актуальность  и выбор темы обусловлены той важной ролью, которая объективно принадлежит математическим олимпиадам в деле выявления учащихся, проявляющих склонности и способности к занятиям математикой, в совершенствовании методики подготовки и форм работы по повышению уровня математических знаний учащихся в школе.

Разработка учебно-методического пособия «Подготовка учащихся основной и старшей школ к участию в олимпиадах по математике» помогает в достижении цели: создать ориентационную и мотивационную основу для осознанной подготовки учащихся к олимпиадам, помочь учителю организовать деятельность учащихся по решению задач с учетом индивидуальных особенностей и уровня подготовки.
 Достижение этой цели предполагается путем знакомства учащихся с материалом задач разного типа и уровня сложности и их решениями. В итоге, всем учащимся, интересующимся математикой, предоставляется широкое поле деятельности, на котором каждый ученик сможет подобрать задачи для себя, а задачи более сложные будут разобраны при совместной работе в группе или на занятиях математического кружка с помощью учителя.
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Исходя из цели, поставила перед собой следующие задачи:  оказать помощь в воспитании культуры математического мышления, способствовать повышению интереса  к предмету и накоплению определенного запаса математических фактов и сведений, умений и навыков, приобретаемых  в основном курсе математики; пригласить школьников войти в мощный поток человеческой мысли и  познакомить их с историей возникновения олимпиадного движения, с медалями и премиями  за выдающиеся научные достижения, а также помочь учащимся получить рекомендации в плане подготовки к олимпиадам. В сборнике есть методические рекомендации и для учителей-предметников, и для руководителей кружков, занимающихся подготовкой учащихся к олимпиадам по математике.

             В процессе подготовки учащиеся непосредственно работают по диагностическим карточкам, которые позволяют учителю определить, на каком уровне подготовки находится тот или иной ученик.  Диагностические карточки состоят из задач среднего и повышенного уровня сложности и составлены таким образом, чтобы облегчить работу учителю или учащемуся в плане подборки задач по определенной тематике. 

Пособие содержит около 250 разнообразных задач. В него включены задачи для математических олимпиад 9 – 11 классов и задачи на делимость и остатки, логические задачи, игры – шутки, игры – симметричные стратегии, разные задачи для 5 – 8 классов. К одним заданиям сразу приводятся ответы, к другим лишь советы, которые помогут найти решение. 
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1. История возникновения олимпиадного движения
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Состязания по решению математических задач в той или иной форме существуют с давних времен. Достаточно вспомнить состоявшийся в 1535 году знаменитый математический поединок между Фиоре и Тартальей, при подготовке к которому последний вывел формулу для решения кубических уравнений. Среди европейских математиков того времени было принято предлагать коллегам «задачи на размышление». Это играло ту же роль, что заявление о каких-либо математических результатах, такую роль сейчас играют научные публикации. Однако практически все математические состязания и поединки в то время носили спонтанный характер. 

Заочные конкурсы по решению задач в России начали проводиться с 1886 года, с того же года в Румынии проводятся очные математические конкурсы для выпускников лицеев. А в 1894 году в Венгрии по инициативе Венгерского математического общества и известного физика Лорана Этвёша состоялась и первая математическая олимпиада для выпускников гимназий. Лауреатами венгерских математических олимпиад впоследствии становились всемирно известные математики: Липот Фейер, Теодор фон Карман, Альфред Хаар, Марсель Риис, Габор Сеге. 

В нашей стране крупная математическая олимпиада в современной форме впервые была проведена в Ленинграде в 1934 году. Произошло это во многом благодаря усилиям Б.Н.Делоне, О.К.Житомирского, В.А.Тартаковского, Д.К. Фадеева и Г.М. Фихтенгольца. Проводилась она в то время в несколько этапов (открытый заочный, после него – письменный очный этап и завершающий очный этап), причем, только для старшеклассников. Позже, в 1939 году, в олимпиаде стали участвовать и 9-классники, а с 1940 года – 8-классники.
[image: image298.png][x—1]—-2]x—2|+3|x—3|=4



Середина 30-х годов  XX в. В СССР почетом и славой окружены летчики и геологи, строители и металлурги…  А ученые, например математики? У всех на устах имя академика Отто Юльевича Шмидта, но мало кто знал, что он – выдающийся алгебраист. Руководитель полярных экспедиций? Да. Но математик? Профессия ученого, тем более в такой отнюдь не романтической области, как математика, была малопривлекательной. На математико-механический факультет Ленинградского (ныне Санкт-Петербургского) и механико-математический факультет Московского университетов подавали заявления лишь 20 – 30 абитуриентов в год, а выпускники шли работать в школы. Кто же будет преподавать    математику    будущим    инженерам,    геодезистам,    штурманам учителям? Кто продолжит славу всемирно известных петербургской и московской математических школ? Первый шаг к их решению сделал член-корреспондент Академии наук Борис Николаевич Делоне. В 1934 г. он пригласил ленинградских школьников на математическую олимпиаду – соревнование в решении нестандартно сформулированных задач повышенной сложности.

Причем помимо соревнований читались воскресные лекции по математике, работал математический кружок при Московском университете. Его вели студенты, аспиранты и молодые преподаватели.

           После окончания Великой отечественной войны математические олимпиады школьников стали проводиться в Тбилиси, Киеве, Смоленске и других городах. В 60-е годы движение математических олимпиад возглавил выдающийся математик, академик Израиль Моисеевич Гельфанд. Чтобы привлечь  как можно больше школьников, организовывались заочные олимпиады. Устраивались районные и областные математические олимпиады, а с 1965 года начала проводиться Всероссийская олимпиада. Она состояла из нескольких туров: школьные, районные, областные олимпиады и заключительный тур.

С течением времени регламент олимпиады менялся. С 1970 по 1991 она была всесоюзной. Количество участников за это период уменьшилось с 800 до 150. Всероссийская олимпиада проводится в 5 этапов: 1) школьные олимпиады; 2) районные; 3) областные (краевые, республиканские); 4) зональные и 5) заключительный этап.

           По результатам заключительного этапа формируется команда на Международную математическую олимпиаду. Международная математическая олимпиада (ММО) стала проводиться с 1958 г. по инициативе Румынии. Сейчас количество стран участниц приближается к ста. Продолжительность международной олимпиады – два дня, в каждый из которых конкурсантам предлагают 3 задачи. На их решение отводится 4,5 часа. Трижды ММО проводилась в Москве. Команды России, а в свое время и команды СССР, на ММО всегда занимают почетное место в первой пятерке призеров.

           Если в период зарождения и становления движения олимпиады по математике организовывались преимущественно с целью отбора наиболее способной молодежи в вузы страны, то сегодня они предстают как мероприятие государственное, охватывающее миллионы учащихся, и проводимое ежегодно по всей стране под руководством центрального оргкомитета. Ни в одной стране мира олимпиадное движение не достигло подобного размаха, не стало столь массовым. Популярность олимпиад свидетельствует о том интересе, который вызывают у учащихся математические соревнования, и показывает, что в наше время олимпиады являются важным средством развития математических способностей учащихся, в определенном смысле, подводящем итоги работы педагогических коллективов в области повышения уровня математического развития учащихся. 
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           Существенный вклад в становление и развитие олимпиадного движения внесли такие ученые и педагоги, как: П.С. Александров, Л.Д. Глейзер, Б.Н. Делоне, В.Ф. Каган, А.Н. Колмогоров, Л.А. Люстерник, А.И. Маркушевич, И.С. Петраков, Д. Пойа, В.И. Смирнов, С.Л. Соболев, В.А. Тартаковский, Г.А. Тоноян, Г.М. Фихтенгольц, СИ. Шварцбурд, Л.Г. Шнирельман и др. 
После 90-х гг., кроме проводимой всероссийской олимпиады школьников, в жизнь школ входят новые формы олимпиад, конкурсов, турниров, организаторами которых являются высшие учебные заведения, институты, центры математического образования. Большую роль в распространении данных конкурсов сыграли публикации в научно-популярных и научно-методических журналах «Квант» и «Математика в школе», пособиях для внеклассной работы. Например, стали популярны такие соревнования, как «Турниры городов», «Интеллектуальные марафоны», «Математические бои» и др. Также широкую известность таким конкурсам, особенно к началу XXI века, принесли стремительно развивающиеся новые информационные и коммуникационные технологии. В частности в российском секторе Интернет большую популярность приобрела конкурс-игра «Кенгуру. Математика для всех», которая проводится Институтом продуктивного образования (г. Санкт-Петербург), руководимым академиком РАО М.И. Башмаковым. Сайт «Конкурса-игры «Кенгуру» расположен по адресу http://vvww.kenguru.sp.ru//.  

Этот конкурс имеет массовый охват учащихся со 2 по 11 класс, проводится по всей стране и привлекает своей доступностью. Он стал доступным способом общения на разном уровне - от школьного класса до национального региона. В начале 80-х годов П. Холлоран, профессор математики из Сиднея, решил организовать новый тип игры-конкурса для австралийских школьников: вопросник с выбором предложенных ответов, проверяемый компьютером. Тысячи школьников могли участвовать в конкурсе одновременно. Успех австралийского национального математического конкурса был огромен. В 1991 г. два французских математика решили провести эту игру во Франции, назвав ее «Кенгуру» в честь своих австралийских друзей. Первая игра собрала 120 000 учеников колледжей, а позже конкурс охватил также школьников и лицеистов. 21 европейская страна объединилась под эгидой ассоциации «Кенгуру без границ». Эта международная ассоциация объединяет участников из многих стран. Целью ассоциации является широкое распространение общей математической культуры и, в частности организация конкурса-игры, проводимой в один и тот же день во всех странах-участницах. Например, в 2003 г. конкурс проводился 20 марта. В «Кенгуру - 2003» участвовало   около   двух   миллионов   учащихся   из   28   стран,  почти 560 000 школьников из 71 региона Р.Ф.   
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Ежегодно количество участников конкурса по России увеличивается, а начинался конкурс с 300 человек в 1994 г. в Санкт-Петербурге. География конкурса охватывает практически все регионы России. Если в первые годы в нем принимали участие только школьники Санкт-Петербурга и Ленинградской области, то в 2003 г. - 71 регион (г. Москва, Тульская, Астраханская, Тверская, Кемеровская, Новосибирская области, Ямало-Ненецкий, Ханты-Мансийский АО, Республики Татарстан, Башкортостан, Саха (Якутия) и т.д.). Конкурс проводится непосредственно в школе. Участникам вручаются заранее полученные от оргкомитета задания, содержащие 30 задач, где каждая задача сопровождается пятью вариантами ответа. На всю работу дается 1 час 15 минут. Затем листы с ответами и данными участника сдаются и направляются в оргкомитет (г. Санкт-Петербург) для проверки и обработки.
Тридцать задач конкурса разделены на три части:
• 10 - наиболее легких задач, оцениваемых в 3 балла каждая. Трехбалльные задачи подбираются так, чтобы каждый участник конкурса мог решить хотя бы несколько из них. Эти задачи не требуют специальной подготовки, они по силам каждому, кто внимательно прочитает условие. 

•10 - потруднее, оцениваемых в 4 балла. Эти задачи рассчитаны на то, чтобы школьные отличники и «хорошисты» могли проявить себя, эти задачи заметно сложнее трехбалльных и часто приближены к школьной программе. 
•10 - наиболее трудных, за решение которых дается 5 баллов. Эти задачи составляются так, чтобы даже наиболее подготовленным ребятам было о чем подумать. Для их решения надо проявить и смекалку, и умение рассуждать, и наблюдательность. 
           Таким образом, участник конкурса может максимально набрать 120 баллов. После проверки каждая школа, принявшая участие в конкурсе, получает ведомость с указанием полученных баллов и места каждого ученика в общем списке. При этом результаты выступления учащихся подводятся   отдельно   по   школе,    городу,    республике,    России.
           Связь  организаторов   со школами-участниками, в большинстве своем 
  осуществляется через Интернет. Конкурс-игра «Кенгуру. Математика для всех» способствует популяризации математики и повышению интереса к ней среди учащихся. При подборе задач для этого конкурса организаторы придерживаются двух принципов: решение задач должно доставлять удовольствие; «Кенгуру» - хоть и не очень жесткое, но все-таки соревнование, поэтому побеждать должны наиболее способные и подготовленные. Большое преимущество данного конкурса - оперативная связь между организаторами и участниками. 

           Также успехом пользуется дистанционная эвристическая олимпиада «Эйдос» [http://www.eidos.ru/olymp/]. Организаторы: А.В. Хуторской и Центр «Эйдос». В отличие от традиционных олимпиад на эвристических олимпиадах ученики соревнуются в способности сочинять, изобретать, открывать новое, предлагать собственные версии, конструировать модели, создавать закономерности. Для того чтобы стать участником олимпиады необходимо иметь электронную почту и выход в Интернет для участия и ознакомления с материалами предыдущих олимпиад. Данная олимпиада может быть предметной или метапредметной, т.е. выходящей за рамки отдельных дисциплин. Дистанционная олимпиада позволяет  развивать умения исследовать объекты и генерировать идеи в конкретной образовательной области и выражать мысли в письменной и графической формах, оперировать информацией по теме с помощью компьютерных средств. Как правило, в эвристической олимпиаде 4-5 заданий, которые называются номинациями. Участником олимпиады может стать любой ученик или группа учеников с 1 по 11 классы.
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2.Методические рекомендации учителю по организации занятий  с учащимися  с использованием разработанных материалов.
[image: image3.jpg]



В настоящее время роль предметных олимпиад возросла в связи с введением ЕГЭ и новыми правилами поступления в вузы. Успешно выступившие на олимпиадах школьники имеют преимущества при поступлении в престижные вузы страны и своего региона, что в свою очередь повышает статус олимпиадного движения.

Решить олимпиадную задачу по математике – это значит решить задачу повышенной трудности, нестандартную как по формулировке, так и по методам решения. Оценка метода решения задачи с позиции традиционности (нестандартности) во многом субъективна. Насколько непривычен для учащегося предложенный прием, настолько он и нестандартен, а самая высокая степень нестандартности идеи – это полная ее неожиданность. 

Как показала практика, наибольшие затруднения у учащихся вызывают геометрические задачи. При этом можно утверждать, что именно геометрия лучше всего развивает нестандартное мышление и помогает выделить математически одаренных школьников.

Данные методические рекомендации адресованы учителю-предметнику (особенно молодому специалисту) по организации подготовки учащихся к олимпиадам по математике. В процессе подготовки  учитель имеет возможность наиболее ярко продемонстрировать учащимся политехнический характер математики, ее прикладную направленность. 

Рассмотрим вариативность использования задач в сборнике.

   I. Представленный (практический) материал состоит из 12 «Гимназических олимпиад», 21  диагностической карточки и задач с решениями, которые интересны учащимся любых классов. Каждая «Гимназическая олимпиада» состоит из 11 – 14 задач различной тематики и различного уровня сложности. Из заданий любой олимпиады можно составить 1-2 варианта олимпиадных заданий по усмотрению учителя, в зависимости от цели занятий, состава аудитории (ее подготовленности, возраста, уровня мотивации участников, сроков подготовки). Количество заданий также выбирает учитель.
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Рассмотрим на примере  заданий «Гимназической  олимпиады № 2»:

[image: image304.png]X+y+z+u=>5,




[image: image305.png]X+y+z+u=>5,




Из всех задач составим вариант школьной олимпиадной работы 
для учащихся 9 класса.

[image: image306.png]



9 класс (максимально – 23 балла)

1. Доказать, что разность четырехзначного числа и числа записанного теми же цифрами, но в обратном порядке, не может равняться 2003 (3балла).
2. Решить уравнение:   [image: image5.png][x—1]—-2]x—2|+3|x—3|=4



(4 балла).
3. Футбольный турнир проходил в один круг. За победу давали 3 очка, за          ничью – одно очко, за поражение 0 очков. Могло ли так случиться, что          команда, занявшая 1 место при старой системе подсчета очков (победа – 2 очка, ничья – 1 очко, поражение – 0) была бы последней? (5 баллов).
4.  Доказать, что если стороны прямоугольного треугольника составляют            арифметическую прогрессию, то ее разность равна радиусу вписанной            окружности в этот треугольник (5 баллов).
5. В расписании уроков на среду для 7 класса должно быть 5 уроков: алгебра, русский язык, литература, география и физкультура. Сколькими способами можно составить расписание на этот день, если уроки русского языка и литературы должны стоять рядом, а урок физкультуры – последним? (5 баллов).
Также можно составить вариант олимпиадной работы из нескольких «Гимназических олимпиад» (выборочно, в зависимости от возраста учащихся и  их подготовленности).

    II.    Усвоение учебного материала через последовательное решение задач происходит в едином процессе приобретения новых знаний и их немедленного применения, что способствует развитию познавательной самостоятельности и творческой активности учащихся. 
               Карточки с заданиями составлены по определенной тематике, с разным уровнем сложности: одна звездочка – * и две звездочки − **. Они помогают проводить диагностику учащихся по усвоению материала и отработке умений и навыков, приобретаемых  при решении олимпиадных задач, и осуществлять контроль  за уровнем подготовки каждого члена кружка. Среди олимпиадных задач трудно провести разделение на более простые и сложные задачи и учащиеся сначала решают задачи  с одной звездочкой  – средний уровень сложности, а затем с двумя звездочками – высокий уровень сложности. Трудные задачи рассматриваются совместно с группой учащихся или под руководством учителя.

Работа по диагностическим карточкам поможет учителю отобрать задания, которые:

1) не использовались при  прохождении определенной темы по математике;

2) можно систематизировать по общему способу их решения и представить в виде модели (знаковой, геометрической, диаграммы, алгоритма действий);

3) выходящие за рамки изучаемых понятий по годам обучения, но возможность нахождения способов их решения прогнозируется из зоны ближайшего развития учащихся, посещающих кружок;

4) [image: image307.png]


задания, требующие нестандартного подхода к их решению. 
Остановимся на каждом пункте отдельно, для этого рассмотрим тему «Решение уравнений», которая встречается в любом классе в программе по математике для общеобразовательных учреждений на примере диагностических карточек №16, №17, №18, №21.
              Поставим перед собой задачу научить учащихся решать уравнения, содержащие несколько модулей.  Рассмотрим уравнение из карточки №16      
[image: image7.png][x—1]—-2|x—2|+3|x—3| =4



.
(1 – 2) Это уравнение не использовалось при прохождении данной темы, его можно систематизировать по общему способу решения и представить в виде модели (алгоритма действий). В ходе использования моделирования нецелесообразно предлагать детям модель в готовом виде. Модель всегда есть результат некоторого этапа исследования. Поэтому, сначала нужно рассмотреть уравнение с одним модулем и решить его с помощью определения модуля, затем с 2 модулями. Перебрать все варианты, а затем с 3 модулями и дети замечают, что этот способ приводит их к нерациональному решению. И тогда у учащихся возникают трудности, и известная модель не позволяет быстро решить задачу, нужно конструировать новый вид модели, что является основой для устойчивой мотивации дальнейшей деятельности. Существенные признаки, зафиксированные в новой модели, становятся наглядными для учащихся тогда, когда эти признаки, были выделены самими детьми в их собственном действии, т.е. когда они сами участвовали в создании модели.

Построение модели часто не под силу одному ученику, поэтому такую работу целесообразно проводить в группах или под руководством учителя. После создания модели, в котором принимали участие все члены кружка, уравнение решается методом интервалов, итак: 

Карточка №16. Решить уравнение

[image: image8.png][x—1]-2|x—2|+3|x—3|=4




1. Найдем нули выражений, стоящих под знаком модуля:

            x – 1 = 0               x – 2 = 0               х - 3 = 0           

                  x = 1                     x = 2                    x = 3 

2. Рассмотрим полученные промежутки:   

                             х <  1           1  ≤  х  <  2        2  ≤  х  <  3          х > 3                              

[image: image308.png]y+z+u+v



[image: image309.png]y+z+u+v



[image: image310.png]Zz+u+v+x




[image: image311.png]



                                           1                        2                          3

      3. Определим знаки выражений на промежутках

                   а)         -                       +                         +                       +

                   б)         -                        -                         +                       +

                   в)         -                        -                         -                        +

       4. Решим исходное уравнение на каждом из промежутков:
[image: image312.png]v+x+y+z=4



                     а)       х <  1 ,               

                              (1 – х) +2 (х – 2) – 3 (х - 3) = 4;    решений нет 
[image: image313.png]v+x+y+z=4



                     б)      1  ≤  х  <  2            

[image: image314.png]sin20°- sin40° - sin60° - sin80° = i



                             (х – 1) + 2 (х – 2) – 3 (х - 3) = 4;   1  ≤  х  <  2            

[image: image315.png]sin20°- sin40° - sin60° - sin80° = i



                      в)     2  ≤  х  <  3             

                              (х – 1) -  2 (х – 2) – 3 (х - 3) = 4;   решений нет  

[image: image316.png]a®! — 74a° + 74a*° +74a'7 — 74a'® + 73a3 + 15




                      г)      х > 3                              

                              (х – 1) -  2 (х – 2) + 3 (х - 3) = 4;   х = 2.
     Ответ: [ 1; 2 ] U{ 5 } .

Итак, мы создали модель (алгоритм) решения уравнения со знаком модуля методом интервалов. 

 Перенесем теперь этот алгоритм на уравнение №1 из карточки №18 и рассмотрим, как работает модель на иррациональном уравнении, итак:

Карточка №18. Решить уравнение
[image: image10.png]Jr+V2x—1+Vx—v2x -1



 = 2
 Решение. Представим подкоренные выражения в виде квадрата разности

двух выражений, тогда   

                                             [image: image12.png](1-vx=1)' = 1+
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 Применим тождество: [image: image16.png]


, тогда наше уравнение примет вид:  

                                                  [image: image18.png][1-—Vx—1|=1+[2-Vx—-1]




Введем новую переменную:   пусть [image: image20.png]


 = t, где t ≥ 0, тогда

[image: image22.png][1— ¢
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    и по известному алгоритму решим его методом

интервалов, получим     t ≥ 2, тогда [image: image24.png]


 ≥ 2,[image: image26.png]


, учитывая ОДЗ получим ответ: x ≥ 5.
(3) Сделаем еще один шаг вперед и рассмотрим задание, выходящее за рамки программы  9 - 11 классов, но возможность нахождения способа его решения прогнозируется из зоны ближайшего развития учащихся, посещающих кружок. Карточка №21, задание №4. Это задание С3 из вариантов ЕГЭ.

Решить уравнение  [image: image28.png][x+3|—alx—1|=4



,  где  [image: image31.png]


 – параметр.
           Решение.   

            1) Критические точки:   x = - 3  и  х =1.

[image: image317.png]a®! — 74a° + 74a*° +74a'7 — 74a'® + 73a3 + 15




[image: image318.png]9x2 + 6xy + y?

1



            2)         x < – 3           – 3 < х < 1                 х ≥ 1                 
[image: image319.png]9x2 + 6xy + y?

1



                                   – 3                                1

            3)             –                          +                          +

                            –                           –                          +

           4) Решим данное неравенство на каждом из промежутков.

[image: image320.png]


[image: image321.png]


                        x < – 3,                                     x < – 3,                                  

               а)      – x – 3 + [image: image33.png]


x – а = 4       [image: image35.png]
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[image: image322.png]


      Найдем, при каких значениях  а, уравнение на данном промежутке будет иметь корень   [image: image39.png]a+7
1



.
              Решим неравенство:  [image: image41.png]


Ответ: [image: image43.png]a€(—1;1)



     

[image: image323.png]


[image: image324.png]y=|2-]2—12 - xl||



                        – 3 < х < 1,                               – 3 < х < 1,    Решений нет.                           

               б)       x + 3 + [image: image45.png]


x – а = 4      [image: image47.png]


           х = 1.  

[image: image325.png]y=|2-]2—12 - xl||
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                           х ≥ 1,                                       х ≥ 1,                                       

            в)            x + 3 – [image: image49.png]


x + а = 4      [image: image51.png]


         х = 1.    При   а[image: image53.png]*1




Ответ:     [image: image55.png]x = % mpua € (—1;1),x = 1,npu Beex a kpome 1




Данное уравнение можно решить и при другой постановке вопроса: Найти число корней уравнения при всех значениях параметра  [image: image57.png]


 

 Ответ: 2 корня при  – 1 <  а  < 1, 1 корень при   а  [image: image59.png]


 1  и при  а  [image: image61.png]


 1. 
Для отработки навыков решения уравнений, содержащих модуль и параметр,  можно решить  следующие уравнения:

1. Решите уравнение  [image: image63.png][x+1|+a- |x—2|





2. Для каждого значения  [image: image65.png]


 найти число корней уравнения:                        [image: image67.png]A)x—1l=ax+2



,                                                                                       [image: image69.png]


                                                                                       [image: image71.png]B)[x+2|+1=a—2x




           [image: image73.png]


.
Как мы видим, при решении уравнения с модулем и параметром, нам опять пригодился метод интервалов (значит, модель работает). 
Разобравшись и проанализировав то многообразие текстовых задач, которое есть в школьном курсе математики (включая и нестандартные задачи), можно классифицировать модели, которыми может пользоваться учащийся. Для различных исследований в математике разработаны методы теории графов, теории вероятностей и математической статистики, математической логики и комбинаторики, аксиоматический метод, методы исследования элементарных функций, решения уравнений, доказательства утверждений, построения геометрических фигур, измерения величин и т.д.  Начиная с 5 класса, учащиеся вполне могут моделировать комбинаторные и логические задачи, задачи, решаемые с помощью кругов Эйлера, графов, уравнений, задачи на измерение величин. 
(4) Осталось выбрать уравнение, которое решается  нестандартным способом, хотя все олимпиадные задания – это задания с нестандартной формулировкой и нестандартным решением. Это может быть любое уравнение, которое может подобрать учитель из диагностических карточек. Например, карточка № 17, задание 1.

Решить уравнение

**[image: image75.png]1 1 1 1
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Решение. Область определения уравнения: [image: image77.png]x =0,



 [image: image79.png]x = —1



, [image: image81.png]X = —2



, [image: image83.png]x = —3



, [image: image85.png]



У ученика, приступающего к решению данного уравнения, возникает желание найти общий знаменатель, но это приведет к большим преобразованиям и нерациональному решению. Можно вспомнить простой пример:  [image: image87.png]


, тогда для общего случая имеем:  [image: image89.png]1
Rkt 1)




 = [image: image91.png]-



 −[image: image93.png]


 (легко доказывается). Тогда уравнение имеет вид:  [image: image95.png]


 − [image: image97.png]


 = 2,   [image: image99.png]


 = 2, [image: image101.png]x?+4x—2




,  [image: image103.png]


.   Ответ:   [image: image105.png]



К нестандартным уравнениям можно также отнести и уравнение вида:

**[image: image107.png]x%-13x+15 _ x?-15x+15 1
2 —14x+15  x%—16%+15 12



    (вынести  х  и ввести новую переменную)

           Ответ:  [image: image109.png]


;  5[image: image111.png]


  (Идея довольно проста, но как догадаться?)
Следующим этапом работы по диагностическим карточкам может быть подборка заданий по определенной тематике, например:
· делимость;

· иррациональные уравнения и неравенства;

· текстовые задачи;

· планиметрия, задачи на доказательство;
· задания на доказательство неравенств;

· задания по теории чисел;

· тригонометрия (уравнения, неравенства, задачи на доказательство);

· задачи, решаемые на координатной плоскости;

· упрощение алгебраических выражений;

· разные задачи и т. д.

Рассмотрим тему: « Делимость».

Задачи по данной теме на олимпиадах встречаются довольно часто, поэтому эту тему обязательно нужно включить в план работы кружка. Для решения задач на делимость необходимо знать следующий теоретический материал:
Основные свойства делимости целых чисел:
1. Если а кратно b и b кратно с, то а  кратно с.

2. Если каждое из чисел a1, … , an  кратно с,  то  для любых целых чисел  

    r1, … , rn  число (r1 a1 + … + rn an) кратно с.

3. Для любых целых чисел a и b ≠ 0 существует единственная пара чисел q и r таких, что  a = bq + r и  0 ≤ r < | b |. Число q называется неполным частным, а число  r  остатком от деления a на b.
4. Числа a и b называются сравнимыми по модулю m(обозначается a ≡ b(mod
    m)), если они имеют одинаковые остатки при делении на m. 
5. a ≡ b(mod m) тогда и только тогда, когда a – b делится на m.
6. (Основная теорема арифметики) Каждое натуральное число, большее 1, 
     раскладывается в произведение простых сомножителей, причем 
[image: image328.png]2sin® oc —3sin® oc +2c0s® x —3cos* oc +1 = 0.



     единственным образом, с точностью до порядка сомножителей.
7. Если натуральные числа p и q взаимно просты (т. е не имеют общих делителей, отличных от 1), то a делится на pq тогда и только тогда, когда а делится и на р и на q.

Задачи, отмеченные знаком (○) обязательны для изучения.
1(○).  Доказать, что а) число [image: image113.png]


    делится на 9; б) число  [image: image115.png]


 
                 делится на 11.
        2(○).  Доказать, что произведение

                  а) 3-х последовательных натуральных чисел делится на 6;

                  б) 4-х последовательных натуральных чисел делится на 24.; 

        3(○).  Доказать, что при любом натуральном n 

                  а) число n(n2 + 5)  делится на 6;

                  б) n5 -  5n3 + 4n  делится на 120;

                  в) n2 + 3n + 5  не делится на 121.

        4(○).  Доказать, что если p и q – простые числа, большие 3, то p2 – q2
                  делится на 24.

        5(○).  Дано:  56а = 65b. Доказать, что (а + b) – составное число.

        6(○).  Доказать, что при любом натуральном n число n3 +  3n2 + 5n +3

                  делится на 3. 

     7.     Монетный двор наладил чеканку монет достоинством 2 рубля и
        5 рублей. Сможет ли монетный двор выдать сумму 2001 рубль? 
        Какие суммы не сможет выдать монетный двор?

  8.     Из числа 2001 вычли сумму его цифр. С получившимся числом 

          проделали тоже самое и так далее, пока не получилось  

          однозначное число. Определить это число.
ВЫВОД:
Вариативность использования данного комплекта «Гимназических олимпиад»  дает  возможность учителю:
1. Составить вариант школьной олимпиадной работы из любой  

         «Гимназической олимпиады» для определенного класса;
2. составить вариант школьной олимпиады из нескольких «Гимназических олимпиад» (выборочно, в зависимости от возраста учащихся и  их

подготовленности); 
3. производить подборку заданий по определенной тематике;
4. использовать данный материал во внеклассной работе при проведении 

     математических турниров, математических регат и т. д;
5. проводить диагностику учащихся по усвоению материала и отработке умений и 

навыков, приобретаемых  при решении олимпиадных задач;
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осуществлять контроль за уровнем подготовки каждого члена кружка.
Олимпиадные задания школьного (гимназического) этапа составляются на основе программ по математике для общеобразовательных учреждений, тематика которых входит в программу школьных кружков (факультативов).

Ниже приведены темы, которые можно использовать при составлении вариантов заданий. Ежегодно можно менять рекомендуемую тематику заданий, сохраняя в целом структуру варианта. 
	№
	Класс
	Тематика заданий

	1
	5класс
	1.Арифметика.2.Числовой ребус.3.Задача на разрезание фигур, переливание или взвешивание.

4.Логическая или текстовая задача.

	2
	6 класс
	1.Арифметика (числовые ребусы). 2.Задача на составление уравнений. 3.Фигуры, нахождение многоугольника с  указанными свойствами. 4.Логическая задача.

	3
	7 класс
	1.Числовой ребус. 2. Задача на составление уравнений.

3.Делимость натуральных чисел. 4.Задача на разрезание фигур. 5.Логическая задача.

	4
	8 класс
	1.Нахождение числа с указанными свойствами. 2.Построение графиков функций. 3.Преобразование алгебраических выражений. 4.Основные элементы треугольника.

5.Логическая задача на четность.

	5
	9 класс
	1.Делимость, четность. 2.Квадратный трехчлен. Свойства его графика. 3.Основные элементы треугольника. 4.Неравенство или задача на преобразование  алгебраических выражений.

5.Логическая (комбинаторная задача).

	6
	10 класс
	1.Нахождение числового множества, обладающего указанными свойствами. 2.Прогрессии. 3.Площадь. Подобие фигур. 4.Система уравнений. 5. Логическая (комбинаторная задача).

	7
	11 класс
	1.Рациональные и иррациональные числа. 2.Тригонометрические уравнения. 3.Окружность. Центральные и вписанные углы. 4.Многоугольники. 5.Комбинаторика.


Рекомендации учителям, работающим над подготовкой учащихся к олимпиадам:
1. Необходимо усилить теоретическую подготовку учащихся.
2. Особое внимание уделять геометрическим нестандартным задачам, способу доказательства от противного, смешанным задачам (комбинаторика и теория чисел  и др.).
3. Обратить внимание на специфику решения задач с параметрами и на интеграцию геометрии и комбинаторики.
4. Создавать индивидуальные траектории подготовки к олимпиадам (в том числе с использованием ИКТ).
5. Формировать навыки исследования.
6. Использовать склонность одаренных детей к самообучению.
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3.Использование нестандартных задач на уроках, как основа подготовки к олимпиадам по математике.
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Нестандартные задачи не имеют общих правил и положений, определяющих точную программу их решения, что требует творческой работы мышления и способствует, со своей стороны его развитию.
Понятие нестандартной задачи является относительным. Одна и та же задача может быть стандартной и нестандартной, в зависимости от того, знаком ли учащемуся способ решения данной задачи или нет. Например, при изучении темы «Объемы тел» можно предложить такую задачу:
Найти объем пирамиды, у которой все боковые ребра образуют между собой углы по 90[image: image117.png]


, а сами ребра имеют длины соответственно 3 см, 4 см, 5 см.
Если при решении использовать традиционный подход, то проблема возникает при нахождении высоты пирамиды. Применив нестандартный прием – переворачивание пирамиды так, что основанием становится один из прямоугольных треугольников, а высотой – оставшееся третье ребро, задача решается достаточно быстро.
При подготовке к урокам постоянно занимаюсь подборкой нестандартных и занимательных задач. Эти задачи вызывают заинтересованность у учащихся, развивают творческое мышление, повышают математические способности учащихся, делают урок более производительным и интересным. Рассмотрим несколько задач на примере 7 и 11 классов (именно в этих классах был проведен мастер-класс с разными возрастными группами для выявления способных и одаренных детей и для организации индивидуальной работы с ними).

7 класс. На примере этого типа заданий учу применять переформулировки условия задачи или переключаться с прямого хода мыслей на обратный.
1) У двух зрячих один брат слепой, но у слепого нет зрячих братьев. Как это может быть? (из первой фразы как будто следует, что речь в задаче идет о братьях, тогда как на самом деле зрячими оказываются сестры).

2) Дано 5 спичек. Сложите их них 2 равносторонних треугольника. А теперь сложите из 6 спичек – 4 равносторонних треугольника (первая задача решается в плоскости, а вторая в пространстве).
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11 класс. На примере этого типа заданий отрабатываю навыки расширения сферы поиска решения, учу отделять главное от второстепенного, извлекать из текста то, что  содержится между строк.
1) Известно, что бумеранг можно бросить так, что он вернется обратно. А можно как-то ухитриться и бросить теннисный мяч так, чтобы он вернулся обратно? 

Ответ: мяч нужно бросить вверх и он вернется обратно.

2) В лесной школе после первой контрольной по математике животные получили следующие отметки: ЕНОТ – “1”, БАРСУК –“2”, КОЗЕРОГ– “3”, ОБЕЗЬЯНА – “4”.
А сколько получила корова?

Ответ: корова получила “5” (нужно подсчитать количество замкнутых линий в буквах).

7 класс. На примере этого типа заданий учу видеть главные причины происходящего, объяснять их сущность, делать выводы, находить закономерности, отрабатывать вычислительные навыки.
1) Решить задачу: Можно ли найти 7 таких последовательно натуральных чисел, что их сумма будет простым числом? Ответ: нет. 

2)Учащиеся решали задание из учебника, в котором требуется найти пропущенные числа:

	
	26
	52

	  11
	
	44


У них получились разные ответы. Найдите правила, по которым учащиеся заполнили клетки.
	
	26
	52
	
	26
	52

	  11
	
	44
	  11
	
	44


11 класс. На примере этого типа заданий осуществляю развитие интеллектуальной особенности учащихся через применение на уроках различных нестандартных и олимпиадных задач, что позволяет развивать творческое мышление, повышать математические способности учащихся.
1)Что больше?  [image: image119.png]V2006



 + [image: image121.png]V2008



   или  [image: image123.png]2v2007




Ответ: сумма больше.
2)Найти два числа, если их сумма, произведение и частное от деления равны между собой, то есть   а + b = а · b = а : b

Ответ: а = 0,5; b = –1 

7 класс. На примере этого типа заданий отрабатываю навыки размышления над задачей, учу отделять главное от второстепенного, вычленять ведущие закономерности явлений.
7 класс. В трех мешках находится крупа, вермишель и сахар. На одном мешке написано “крупа”, на другом “вермишель”, на третьем “крупа или сахар”. В каком мешке что находится, если содержимое каждого для них не соответствует действительности?
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11 класс. На столе стоят три одинаковые коробки, в одной находятся 2 желтых шара, в  другой – один красный и один желтый, в третьей 2 красных. На коробках написано: “Два желтых”, “Два красных” и “Желтый и красный”. При этом известно, что ни одна из надписей не соответствует действительности. Из какой коробки, не глядя, надо вынуть шар, чтобы можно было определить содержимое каждой коробки? 

Ответ: из коробки с надписью “Красный и желтый”.
Большие трудности у учащихся, как показывает опыт, вызывают геометрические задачи. Чаще всего встречаются задачи, решение которых содержит какую-то необычную идею, как правило, связанную с дополнительным построением. 

7 класс. Найти величину угла между биссектрисами смежных и вертикальных углов.

Ответ: 90[image: image125.png]


 и 180[image: image127.png]


.

11 класс. Отметьте 6 точек на плоскости так, чтобы на расстоянии ровно 1 см от каждой были ровно 3 другие. 

Ответ: построить равносторонний треугольник со стороной 1 см и выполнить параллельный перенос на вектор длиной в 1см, под углом 30[image: image129.png]


 к основанию.

7 и 11 классы. “Где же зарыта кошка?”
Представьте себе, что вы охватили земной шар по экватору. А теперь прибавьте к длине окружности 1 метр и снова охватите земной шар, у вас должен получиться зазор. Пролезет ли кошка через этот зазор? 

Такие нестандартные задачи у учащихся вызывают большой интерес. На первый взгляд, кажется, что ответ должен быть отрицательным, но если задачу перевести на язык геометрии, то нужно найти всего лишь разность между радиусами двух окружностей.

Вероятнее всего учащиеся 7 класса дадут отрицательный ответ, а учащиеся 11 класса будут производить математические выкладки.

Пусть [image: image131.png]


 – длина окружности, тогда [image: image133.png](c+1)



 – длина большей окружности. Радиус первой окружности равен   [image: image135.png]P



,  радиус большей окружности равен  [image: image137.png]C+1
on



. Тогда величина зазора равна:  [image: image139.png]C+1
on
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  (конечно пролезет).
                Во всех классах, где я работаю, часто показываю фокус учащимся. Класс делится на 2 группы. По одному спичечному коробку получает каждая группа, которая убирает из коробки сумму цифр числа спичек находящихся в коробке. Две коробки спичек отдается учителю. Учитель на секунду открывает каждый коробок и называет число спичек, находящееся в нем. Удивлению нет предела! (секрет фокуса состоит в признаке делимости на 9).
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Начиная готовиться к участию в олимпиадах по математике, нужно помнить о том, что олимпиада – это всего лишь интеллектуальное соревнование, которое проводится с целью повышения интереса школьников к изучению предмета. Поэтому не следует расстраиваться, если учащемуся не удалось стать победителем.  В любом случае подготовка позволяет глубже освоить школьную программу, изучить дополнительные вопросы курса математики, научиться решать различные типы задач (в том числе весьма трудные). В конечном итоге, все это принесет ощутимую пользу в плане получения хорошего образования и положительно скажется при сдаче ЕГЭ по математике.
Как готовиться к олимпиаде:
· Начинать подготовку к олимпиаде стоит не с 1 сентября, а в конце учебного года, когда учащиеся уходят на летние каникулы (учитель заранее готовит для учащихся подборку задач) и если ребенок найдет время, то уделит внимание задачам.
· Готовиться к олимпиаде – не значит целыми днями сидеть, обложившись книгами, и зубрить решения всех задач, которые появлялись ранее. Нужно просто держать себя в форме: быть в курсе основных типов задач, методов их решения и время от времени проверять себя.
· Стоит просмотреть задачи прошлых лет. В интернете периодически выкладываются пакеты задач Кенгуру, самого высокого уровня различных тематик. 
· Повторить материал, наиболее часто встречающийся в заданиях своей возрастной группы. Это, прежде всего – логика, а также: уровень 
 «Выпускник»: комбинаторика, геометрия, функции и графики, уровень
 «Юниор»: теория чисел, геометрия, уравнения с параметрами, уровень «Кадет»: числовые последовательности, решение уравнений в целых числах, площади фигур, уровень «Школьник»: текстовые задачи, часы и календарь, числовые ребусы.
· В день перед олимпиадой стоит отдохнуть, почитать развлекательную книжку, погулять на свежем воздухе. Пусть накопленные знания улягутся в голове, чтобы назавтра прийти вам на помощь в нужную минуту. И, конечно же, перед олимпиадой нужно как следует выспаться.
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· На олимпиаде вести себя спокойно. Помнить, что все задачи конкурса проходили отбор жюри, и нерешаемых среди них нет. Внимательно читать условия задач. 

· После олимпиады взять свой листок с условиями и задать эти задачи родственникам и одноклассникам, не принимавшим в ней участие.
Основные принципы разработки заданий олимпиады:
· Задания олимпиады подбираются таким образом, чтобы для их выполнения хватало  базовых школьных знаний соответствующего уровня.

· В каждом варианте дается одна легкая задача, с которой могут справиться большинство участников. Также дается одна задача, с которой заведомо могут справиться единицы.

· В целом задания подбираются максимально разнообразно, так, чтобы охватить различные разделы математики.

· Общий объем варианта подбирается так, чтобы только наиболее подготовленные дети могли решить все задания.

· Время для выполнения детьми заданий не ограничивается, что позволяет быть успешными также детям, которые медленно работают.  

· В работу включать творческое задание.

Задания по математике, в основном, подбираются по следующим направлениям:
· Числовые ряды, закономерности, ребусы.
· «Текстовые» задачи (классические арифметические задачи).
· Логика (в том числе алгоритмизация).
· Геометрия (задачи на наглядно-образное мышление).
· Комбинаторика (задачи на перебор вариантов).
· Творческое задание.
Каких задач можно ждать от олимпиады?
· В качестве одной из задач конкурса любого уровня может быть задача, в  условии которой фигурирует год проведения олимпиады.

· В конкурсных задачах отсутствуют задачи с длительными выкладками.

· В задачах на доказательство требуется полное обоснование.

· Если в условии требуется указать все возможные способы решения, то от полноты количества указанных способов зависит и количество полученных баллов.
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Если в условии требуется ответить на вопрос «Можно ли…?», то для ответа достаточно привести один положительный пример, а для того, чтобы дать ответ «нельзя», необходимо рассмотреть все возможные случаи, обобщая их в доказательство.
5. Гимназические олимпиады
Гимназическая олимпиада №1
[image: image338.png]<1
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Гимназическая олимпиада №2
         [image: image146.jpg]



Если проценты с вклада снимать каждый месяц, то капитал растет 
в арифметической прогрессии
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Гимназическая олимпиада №3
 [image: image147.jpg]



Если над равными количествами произвести одинаковые действия, 

в результате опять получатся равные количества
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Гимназическая олимпиада №4
[image: image148.jpg]
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Гимназическая олимпиада №5
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Абак (вверху), русские счеты, суан – пан.
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Гимназическая олимпиада №6
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Если проценты с вклада не снимать каждый месяц, то капитал растет в геометрической  прогрессии
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Гимназическая олимпиада №7
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Гимназическая олимпиада №9
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Гимназическая олимпиада №10
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Гимназическая олимпиада №11
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Гимназическая олимпиада №12
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6. Диагностические карточки

Карточки с заданиями составлены по определенной тематике, с разным уровнем сложности: одна звездочка – * и две звездочки − **. Они помогают проводить диагностику учащихся по усвоению материала и отработке умений и навыков, приобретаемые  при решении олимпиадных задач и знать на каком уровне подготовки находится каждый ученик. Среди олимпиадных задач трудно провести разделение на более простые и сложные задачи и учащиеся сначала решают задачи  с одной звездочкой  – средний уровень сложности, а затем с двумя звездочками – высокий уровень сложности. Трудные задачи рассматриваются совместно с группой учащихся или под руководством учителя.

[image: image372.png]



[image: image373.png]



[image: image374.png]



[image: image375.png](x2+4x+8)2+3x3+ 14x2+ 24x =





[image: image376.png](x2+4x+8)2+3x3+ 14x2+ 24x =





[image: image377.png]x%-13x+15 _ x?-15x+15 1
2 —14x+15  x%—16%+15 12




[image: image378.png]x%-13x+15 _ x?-15x+15 1
2 —14x+15  x%—16%+15 12




[image: image379.png]



[image: image380.png]



[image: image381.png](x—D(x—-3)(x+5)(x+7)=297




[image: image382.png](x—D(x—-3)(x+5)(x+7)=297




[image: image383.png](x2—x)(x*—x—8)+12.




[image: image384.png](x2—x)(x*—x—8)+12.




[image: image385.png]tg « + ctg o< > sin x +cos «




[image: image386.png]tg « + ctg o< > sin x +cos «




[image: image387.png]0 <oc< =
3




[image: image388.png]0 <oc< =
3




[image: image389.png]Ry+x+1|+|x+1| =4




[image: image390.png]Ry+x+1|+|x+1| =4




[image: image391.png]—<yn+1-vn-1





[image: image392.png]—<yn+1-vn-1





[image: image393.png]25 _ cos?y = 2




[image: image394.png]25 _ cos?y = 2




[image: image395.png](x+Dx+2)(x+3)(x+4) =24




[image: image396.png](x+Dx+2)(x+3)(x+4) =24




[image: image397.png]



[image: image398.png]



[image: image399.png]xy =2+ x2
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8. Задачи с решениями
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1. Игры. Игры [image: image158.png]


 шутки.   
Задача 1: Двое по очереди ломают шоколадку 6 × 8. За ход разрешается сделать прямолинейный разлом любого из кусков вдоль углубления. Проигрывает тот, кто не сможет сделать ход.
Решение: Основное соображение: после каждого хода количество кусков увеличивается ровно на 1.
Сначала был один кусок. В конце игры, когда нельзя сделать ни одного хода, шоколадка разломана на маленькие дольки. А их 48! Таким образом, игра будет продолжаться ровно 47 ходов. Последний, 47-й ход (так же, как и все другие ходы с нечетными номерами) сделает первый игрок. Поэтому он в этой игре побеждает, причем независимо от того, как будет играть.

Задача 2: Имеется три кучки камней: в первой – 10, во второй – 15, в третьей – 20. За ход разрешается разбить любую кучку на две меньшие; проигрывает тот, кто не сможет сделать ход.
Решение: После каждого хода количество кучек увеличивается на 1. Сначала их было 3, в конце – 45. Таким образом, всего будет сделано 42 хода. Последний выигрывающий 42-й ход сделает второй игрок.
Задача 3: Числа от 1 до 20 выписаны в строчку. Игроки по очереди расставляют между ними плюсы и минусы. После того, как все места заполнены, подсчитывается результат. Если он четен, то выигрывает первый игрок, если нечетен, то второй.
Решение: Четность результата не зависит от расстановки плюсов и минусов, а зависит только от количества нечетных чисел в первоначальном наборе. Так как в данном случае их 10 (т.е. четное число), то выигрывает первый игрок.
Задача 4: Двое по очереди ставят ладей на шахматную доску так, чтобы ладьи не били друг друга. Проигрывает тот, кто не может сделать ход.
Решение: После каждого хода и количество вертикалей, и количество горизонталей, на которые можно поставить ладей, уменьшается на 1. Поэтому игра будет продолжаться ровно 8 ходов. Последний, выигрышный ход будет сделан вторым игроком.
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Задача 5: На доске написаны 10 единиц и 10 двоек. За ход разрешается стереть две любые цифры и, если они были одинаковыми, написать двойку, а если разными – единицу. Если последняя оставшаяся на доске цифра – единица, то выиграл первый игрок, если двойка – то второй.
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Решение: Четность числа единиц на доске после каждого хода не меняется. Поскольку сначала единиц было четное число, то после последнего хода на доске не может оставаться одна (нечетное число!) единица. Поэтому выигрывает второй игрок.
2. Игры. Симметричные стратегии 
Задача 1: Двое по очереди кладут пятаки на круглый стол, причем так, чтобы они не накладывались друг на друга. Проигрывает тот, кто не может сделать ход.
Решение: В этой игре выигрывает первый, независимо от размеров стола! Первым ходом он кладет пятак так, чтобы центры монеты и стола совпали. После этого на каждый ход второго игрока начинающий отвечает симметрично относительно центра стола. Отметим, что при такой стратегии после каждого хода первого игрока позиция симметрична. Поэтому если возможен очередной ход второго игрока, то возможен и симметричный ему ответный ход первого. Следовательно, он побеждает.
Задача 2: Двое по очереди ставят слонов в клетки шахматной доски так, чтобы слоны не били друг друга. (Цвет слонов значения не имеет). Проигрывает тот, кто не может сделать ход.
Решение: Решение задачи легко провести, применяя осевую симметрию шахматной доски. За ось симметрии можно взять прямую, разделяющую четвертую и пятую горизонтали. Симметричные относительно нее поля имеют разный цвет, и, тем самым, слон, поставленный на одно из них, не препятствует ходу на другое. Итак, в этой игре выигрывает второй игрок.
Задача 3: Имеется две кучки камней – по 7 в каждой. За ход разрешается взять любое количество камней, но только из одной кучки. Проигрывает тот, кому нечего брать.
Решение: В этой игре второй игрок побеждает при помощи симметричной стратегии: каждым своим ходом он должен брать столько же камней, сколько предыдущим ходом взял первый игрок, но из другой кучки. Таким образом, у второго игрока всегда есть ход.
Задача 4: Двое по очереди ставят коней в клетки шахматной доски так, чтобы кони не били друг друга. Проигрывает тот, кто не может сделать ход.
Решение: Выигрывает второй. Можно использовать и центральную, и осевую симметрию.
Задача 5: Двое по очереди ставят королей в клетки доски 9 × 9 так, чтобы короли не били друг друга. Проигрывает тот, кто не может сделать ход.
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Решение: Выигрывает первый. Первый ход в центр доски, а затем – центральная симметрия.
Задача 6: а) Двое по очереди ставят слонов в клетки шахматной доски. Очередным ходом надо побить хотя бы одну небитую клетку. Слон бьет и клетку, на которой стоит. Проигрывает тот, кто не может сделать ход.
 б) Та же игра, но с ладьями.

Решение: В обоих пунктах выигрывает первый игрок. а) Осевая симметрия; б) Центральная симметрия. Решающим соображением является то, что если два симметричных поля не побиты, то поля, с которых оба они бьются, также не побиты.
Задача 7: Дана клетчатая доска 10 × 10. За  ход  разрешается покрыть любые 2 соседние клетки доминошкой (прямоугольником 1 × 2) так, чтобы доминошки не перекрывались. Проигрывает тот, кто не может сделать ход.
Решение: Выигрывает второй. Центральная симметрия.
Задача 8: В каждой клетке доски 11 × 11 стоит шашка. За ход разрешается снять с доски любое количество подряд идущих шашек либо из одного вертикального, либо из одного горизонтального ряда. Выигрывает снявший последнюю шашку.
Решение: Выигрывает первый. Первым ходом он снимает центральную шашку, а потом играет центрально-симметрично.
Задача 9: На окружности расставлено 20 точек. За ход разрешается соединить любые две из них отрезком, не пересекающим отрезков, проведенных ранее. Проигрывает тот, кто не может сделать ход.
Решение: Выигрывает первый. Первым ходом он проводит хорду, по обе стороны от которой расположено по 9 вершин. После этого, на каждый ход второго он отвечает аналогичным ходом по другую сторону от этой хорды.
Задача 10: У ромашки а) 12 лепестков; б) 11 лепестков. За ход разрешается оторвать либо один лепесток, либо два рядом растущих лепестка. Проигрывает тот, кто не может сделать хода.
Решение: В обоих пунктах выигрывает второй игрок. Независимо от хода первого игрока, второй может после своего хода оставить две одинаковые по длине цепочки лепестков. Дальше – симметрия.
Задача 11: Дан прямоугольный параллелепипед размерами а) 4 × 4 × 4; б) 4 × 4 × 3; в) 4 × 3 × 3, составленный из единичных кубиков. За ход разрешается проткнуть спицей любой ряд, если в нем есть хотя бы один непроткнутый кубик. Проигрывает тот, кто не может сделать ход.
Решение: а) и б) – выигрывает второй. Центральная симметрия. в) Выигрывает первый. Первым ходом он протыкает ряд, состоящий из центральных кубиков четырех слоев 3 × 3. Дальше – центральная симметрия.
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Задача 12: Двое по очереди разламывают шоколадку 5 × 10. За ход разрешается сделать прямолинейный разлом любого из имеющихся кусков вдоль углубления. Выигрывает тот, кто первым отломит дольку 1 × 1.
Решение: В этой игре проигрывает тот, кто отломит кусок ширины 1. Выигрывает первый игрок. Первым ходом он разламывает шоколадку на два куска 5 × 5. Дальше – симметрия.
Задача 13: Двое по очереди ставят крестики и нолики в клетки доски 9 × 9. Начинающий ставит крестики, его соперник – нолики. В конце подсчитывается, сколько имеется строчек и столбцов, в которых крестиков больше, чем ноликов – это очки, набранные первым игроком. Количество строчек и столбцов, где ноликов больше – очки второго. Тот из игроков, кто наберет больше очков, побеждает.
Решение: Выигрывает первый. Первым ходом он ставит крестик в центральную клетку. Затем после каждого хода второго игрока первый ставит крестик в центрально-симметричную клетку.
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3. Разные задачи
Задача 1: В стакане находятся бактерии. Через секунду каждая из бактерий делится пополам, затем каждая из получившихся бактерий через секунду делится пополам и так далее. Через минуту стакан полон. Через какое время стакан был заполнен наполовину?
Ответ: Через 59 секунд.

Задача 2: Аня, Ваня и Саня сели в автобус, не имея медных монет, однако сумели заплатить за проезд, потратив по пять копеек каждый. Как им это удалось?
Ответ: Аня и Ваня платят Сане 15 копеек, получая от него по 10 копеек сдачи. После этого он платит 15 копеек в кассу.
Задача 3: Из книги выпал кусок, первая страница которого имеет номер 328, а номер последней записывается теми же цифрами в каком-то другом порядке. Сколько страниц в выпавшем куске?
Ответ: 495 страниц.
Задача 4: В мешке 24 кг гвоздей. Как, имея только весы без стрелки, отмерить 9 кг гвоздей.
Ответ: Разбиваем сначала гвозди пополам – на две группы по 12 кг, после чего одну из этих групп делим пополам, а затем еще раз пополам. Полученные 3 кг гвоздей откладываем и получаем 9 кг в остатке.
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Задача 5: Червяк ползет по столбу, начав путь от его основания. Каждый день он проползает вверх на 5 см, а за каждую ночь сползает вниз на 4 см. Когда он достигнет верхушки столба, если его высота равна 75 см?
Ответ: Червяк окажется вверху к вечеру 71-го дня.
Задача 6: В январе некоторого года было четыре пятницы и четыре понедельника. Каким днем недели было 20-е число этого месяца?
Ответ: Воскресенье.
Задача 7: Сколько клеток пересекает диагональ в клетчатом прямоугольнике размерами 199 × 991?

Ответ: Диагональ пересекает 199 + 991 – 1 = 1189 клеток.
Задача 8: Из числа 1234512345123451234512345 вычеркните 10 цифр так, чтобы оставшееся число было максимально возможным.
Ответ: Максимальное число это 553451234512345.
Задача 9: Петин кот перед дождем всегда чихает. Сегодня он чихнул. «Значит, будет дождь» – думает Петя. Прав ли он?
Ответ: Нет, не прав.
Задача 10: Учитель рисует на листке бумаги несколько кружков и спрашивает одного ученика: «Сколько здесь кружков?». «Семь»– отвечает ученик. «Правильно. Так сколько здесь кружков?» – опять спрашивает учитель другого ученика. «Пять» – отвечает тот. «Правильно» – снова говорит учитель. Так сколько же кружков он нарисовал на листке?
Ответ: Всего нарисовано 12 кружков: пять на одной стороне листка и семь – на другой.
Задача 11: Сын отца профессора разговаривает с отцом сына профессора, причем сам профессор в разговоре не участвует. Может ли такое быть?
Ответ: Да, может, если профессор – женщина.
Задача 12: В поезде едут три мудреца. Внезапно поезд въезжает в туннель, и после того, как загорается свет, каждый из мудрецов видит, что лица его коллег испачканы сажей, влетевшей в окно вагона. Все трое начинают смеяться над своими испачкавшимися попутчиками, однако внезапно самый сообразительный мудрец догадывается, что его лицо тоже испачкано. Как ему это удалось?
Решение: Он рассуждал так: «Если у меня лицо не испачкано, то другой мудрец, увидев, что третий над чем-то смеется, понял бы, что его лицо испачкано, и перестал бы смеяться. Однако он смеется, следовательно, у меня лицо тоже испачкано».
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Задача 13: Из стакана молока три ложки содержимого переливают в стакан с чаем и тщательно размешивают смесь. Затем три ложки смеси переливают обратно в стакан с молоком. Чего теперь больше: чая в стакане с молоком или молока в стакане с чаем?
Ответ: Конечно же, чая в молоке столько же, сколько молока в чае.
Задача 14: В примере на сложение цифры заменили буквами (причем одинаковые цифры – одинаковыми буквами, а разные цифры – разными буквами) и получили: БУЛОК + БЫЛО = МНОГО. Сколько же было булок? Их количество есть максимальное возможное значение числа МНОГО.
Ответ: 95343
Задача 15: Разведка звездной империи ФИГ-45 перехватила секретное шифрованное сообщение враждебной планеты Медуза: ДУРАК + УДАР = ДРАКА. Известно, что разные цифры зашифрованы разными буквами, а одинаковые цифры – одинаковыми буквами. Два электронных думателя взялись найти решение и получили два разных ответа. Может ли такое быть или один из них надо сдать в переплавку?
Ответ: Нет. Решение лишь одно: 51286 + 1582 = 52868.
Задача 16: Как разложить по семи кошелькам 127 рублевых бумажек так, чтобы любую сумму от 1 до 127 рублей можно было бы выдать, не открывая кошельков?

Ответ: 127 бумажек надо разложить так: 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 32 + 64.
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4. Делимость и остатки
Задача 1: Найдите остатки от деления
а) 1989 • 1990 • 1991 + 1992³ на 7;

б) 9¹ºº на 8.

Ответ: а) 0; б) 1, так как 9 дает остаток 1 при делении на 8.

Задача 2: Докажите, что n³ + 2n делится на 3 для любого натурального n.
Решение: Число n может давать при делении на 3 один из трех остатков: 0, 1, 2. Рассмотрим три случая.
Если n дает остаток 0, то и n³ и 2n делятся на 3 и поэтому n³ + 2n также делится на 3. Если n дает остаток 1, то n³ дает остаток 1, 2n – остаток 2, а 1 + 2 делится на 3. Если n дает остаток 2, то n² дает остаток 1, n³ – остаток 2, 2n – остаток 1, а 2 + 1 делится на 3. Требуемое доказано.

Задача 3: Докажите, что [image: image160.png]


 + 4n делится на 5 при любом натуральном n.
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Указание: переберите остатки от деления на 5.
Задача 4: Докажите, что n² + 1 не делится на 3 ни при каком натуральном n. Указание: переберите остатки от деления на 3.
Задача 5: Докажите, что n³ + 2 не делится на 9 ни при каком натуральном n.
Указание: переберите остатки от деления на 9.
Задача 6: Докажите, что n³ – n делится на 24 при любом нечетном n.
Указание: Докажите, что указанное число делится и на 3, и на 8.

Задача 7: а) Докажите, что p² – 1 делится на 24, если p – простое число и p > 3.
б) Докажите, что p² – q² делится на 24, если p и q – простые числа, большие 3.
Указание: Докажите, что указанные числа делятся и на 3 и на 8.

Задача 8: Натуральные числа x, y, z таковы, что x² + y² = z². Докажите, что хотя бы одно из этих чисел делится на 3.
Решение: Если ни x, ни y не делятся на 3, то x² и y² дают остаток 1 от деления на 3. Таким образом, их сумма имеет остаток 2 от деления на 3. Но z² не может иметь такого остатка.
Задача 9: a и b – натуральные числа, причем число a² + b² делится на 21. Докажите, что оно делится и на 441.
Решение: Проверьте, что и a и b делятся и на 3 и на 7.
Задача 10: a, b, c – натуральные числа, причем a + b + c делится на 6. Докажите, что a³ + b³ + c³ тоже делится на 6.
Решение: Проверьте, что числа x³ и x имеют одинаковые остатки от деления на 6.
Задача 11: Три простых числа p, q и r, большие 3, образуют арифметическую прогрессию: p = p, q = p + d, r = p + 2d. Докажите, что d делится на 6.
Решение: Если d – нечетно, то среди чисел p и q есть четное, что невозможно. Если d не делится на 3, то среди чисел p, q и r есть делящееся на 3, что тоже невозможно.
Задача 12: Докажите, что сумма квадратов трех натуральных чисел, уменьшенная на 7, не делится на 8.
Решение: Выясните возможные остатки квадратов при делении на 8.
Задача 13: Сумма трех натуральных чисел, являющихся точными квадратами, делится на 9. Докажите, что из них можно выбрать два, разность которых также делится на 9.
Решение: Возможные остатки квадратов от деления на 9: 0, 1, 4, 7. Проверьте, что если сумма трех из них делится на 9, то среди них есть два одинаковых.
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Задача 14: а) p, p + 10, p + 14 – простые числа. Найдите p.
б) p, 2p + 1, 4p + 1 – простые числа. Найдите p.

Решение: Рассмотрите остатки от деления на 3. Одно из этих чисел делится на 3. а) p = 3; б) p = 3.
Задача 15: p и 8p² + 1 – простые числа. Найдите p.

Ответ: p = 3
Задача 16: p и p² + 2 – простые числа. Докажите, что p³ + 2 – также простое число.
Решение: Докажите, что p = 3.
Задача 17: p, 4p² + 1 и 6p² + 1 – простые числа. Найдите p.
Решение: p = 5. Рассмотрите остатки при делении на 5.
5. Логические задачи 
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Здесь представлен ряд занимательных задач из области математики, физики, естествознания, полюбившиеся многим задачи на взвешивание, задачи на нестандартное логическое мышление и многое другое. 


1. Кувшинки на пруду

На поверхности пруда плавает одна кувшинка, которая постоянно делится и разрастается. Таким образом, каждый день площадь, которую занимают кувшинки, увеличивается в два раза. Через месяц покрытой оказывается вся поверхность пруда. За сколько времени покроется кувшинками вся поверхность пруда, если изначально на поверхности будут плавать две кувшинки? 

Ответ: две кувшинки покроют озеро за месяц минус один день.

2. Сумма чисел

      В XIX веке один учитель задал своим ученикам вычислить сумму всех целых чисел от единицы до ста. Компьютеров и калькуляторов тогда еще не было, и ученики принялись добросовестно складывать числа. И только один ученик нашел правильный ответ всего за несколько секунд. Им оказался Карл Фридрих Гаусс - будущий великий математик. Как он это сделал? 
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Ответ: он выделил 49 пар чисел: 99 и 1, 98 и 2, 97 и 3 ... 51 и 49. В сумме каждая пара чисел равнялась ста, и оставалось два непарных числа 50 и 100. Следовательно, 49х100+50+100=5050.

3. Притягательные игрушки

     В детской больнице юные пациенты очень любили играть с очаровательными плюшевыми мишками, которые были там. К сожалению, детям они так сильно нравились, что мишки стали исчезать: малолетние пациенты уносили их домой. Как руководство больницы решило эту проблему? 

Ответ: всем мишкам сделали повязки и говорили маленьким детям, что мишкам нужно оставаться в больнице, чтобы вылечиться. Дети с грустью, но с сочувствием соглашались.

4. Король и премьер-министр

     Один король хотел сместить своего премьер-министра, но при этом не хотел его слишком обидеть. Он позвал премьер-министра к себе, положил при нем два листка бумаги в портфель и сказал: "На одном листке я написал "Уходите", а на втором — "Останьтесь". Листок, который вы вытащите, решит вашу судьбу". Премьер-министр догадался, что на обоих листках было написано "Уходите". Как же, однако, умудрился он при этих условиях сохранить свое место? 

Ответ: премьер-министр вытащил листок бумаги и, не глядя на него, скатал из него шарик — и проглотил. Поскольку на оставшемся листке стояло "Уходите", то королю пришлось признать, что на проглоченном листке значилось "Останьтесь".

5. Кто изображен на портрете? 
     Один джентльмен, показывая своему другу портрет, нарисованный по его заказу одним художником, сказал: "У меня нет ни сестер, ни братьев, но отец этого человека был сыном моего отца". Кто был изображен на портрете? 

Ответ: на портрете изображен сын этого джентльмена.

6. Пожар на острове

     Человек находится на острове. Из-за долгой засухи трава и кусты на острове сильно пересохли. Внезапно на одном конце острова возник пожар, и ветер погнал огонь в сторону человека. Спастись в море человек не может, так как в море у самого берега плавает множество акул. Берегов без растительности на острове нет. Как человеку спастись? 

Ответ: человеку нужно зажечь огонь на подветренной от себя стороне и немного отойти навстречу основному пожару. Ветер погонит огонь, зажженный человеком, к подветренному концу острова. Когда этот участок выгорит, человек сможет вернуться на него и спокойно ждать, пока основной пожар дойдет до этого участка и погаснет, так как гореть уже будет нечему.

7. Фальшивая монета
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     На столе лежат девять монет. Одна из них — фальшивая. Как при помощи двух взвешиваний можно найти фальшивую монету? (Фальшивая монета легче настоящих). 

Ответ: первое взвешивание: на каждую чашку весов кладем по три монеты. Если весы уравновешены, то для второго взвешивания берутся две из трех оставшихся монет. Если фальшивая монета на весах, то ясно, на какой она чашке весов. Если же весы уравновешены, то фальшивой является оставшаяся не взвешенная монета. Если при первом взвешивании одна из чашек перевешивает другую, то фальшивая монета находится среди монет, вес которых оказывается меньше. Тогда вторым взвешиванием устанавливаем, какая из монет фальшивая.

8. Необычное предложение

     Что необычного в предложении "The quick brown fox jumps over the lazy dog"? (Перевод: быстрая коричневая лиса перепрыгнула через ленивую собаку). 

Ответ: это предложение содержит все буквы английского алфавита.

9. Назадачливый рыбак

     Один рыбак купил себе новую удочку длиной 5 футов. Домой ему приходиться добираться общественным транспортом, в котором правилами запрещено перевозить предметы длиной более 4-х футов. Как необходимо упаковать удочку, чтобы проехать в общественном транспорте не нарушая правил? 

Ответ: удочку необходимо упаковать в коробку длиной 4 фута и шириной 3 фута (расположить по диагонали коробки).

10. Переправа через реку

     Отец с двумя сыновьями отправился в поход. На их пути встретилась река, у берега которой находился плот. Он выдерживает на воде или отца, или двух сыновей. Как переправиться на другой берег отцу и сыновьям? 

Ответ: вначале переправляются оба сына. Один из сыновей возвращается обратно к отцу. Отец перебирается на противоположный берег к сыну. Отец остается на берегу, а сын переправляется на исходный берег за братом, после чего они оба переправляются к отцу.

11. Землекопы

     Пять землекопов за 5 часов выкапывают 5 м канавы. Сколько потребуется землекопов, для того чтобы выкопать 100 м канавы за 100 часов? 

Ответ: понадобятся те же пять землекопов, не больше. В самом деле, пять землекопов за 5 часов выкапывают 5 м канавы; значит, пять землекопов за 1 час вырыли бы 1 м канавы, а в 100 часов — 100 м.

12.  Деревенский дурачок
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     Люди, приезжавшие в одну деревушку, часто удивлялись местному дурачку. Когда ему предлагали выбор между блестящей 50-центовой монетой и мятой пятидолларовой купюрой, он всегда выбирал монету, хотя она стоит вдесятеро меньше купюры. Почему он никогда не выбирал купюру? 

Ответ: «дурачок» был не так глуп: он понимал, что, пока он будет выбирать 50-центоную монету, люди будут предлагать ему деньги на выбор, а если он выберет пятидолларовую купюру, предложения денег прекратятся, и он не будет получать ничего.

13. Может ли такое быть?

     Одного человека спросили:

— Сколько вам лет?

— Порядочно, — ответил он.

— Я старше некоторых своих родственников почти шестьсот раз. Может ли такое быть? 

Ответ: может, например, если человеку 50 лет, а его внуку или внучке 1 месяц.

14. Школьный инспектор

     Инспектор, проверявший некую школу, заметил, что, когда бы он ни задал классу вопрос, в ответ тянули руки все ученики. Более того, хотя школьный учитель каждый раз выбирал другого ученика, ответ всегда был правильным. Как это получалось? 

Ответ: учитель предварительно договорился с учениками, чтобы они вызывались отвечать независимо от того, знают ответ или не знают. Но те, кто знает ответ, должны поднимать правую руку, а те, кто не знает, — левую. Учитель каждый раз выбирал другого ученика, но всегда того, кто поднимал правую руку.

15. О лифте

     Человек живет на 17-м этаже. На свой этаж он поднимается на лифте только в дождливую погоду или тогда, когда кто-нибудь из соседей с ним едет в лифте. Если погода хорошая и он один в лифте, то он едет до 9-го этажа, а дальше до 17-го этажа идет пешком по лестнице... Почему? 

Ответ: этот человек - лилипут, и до кнопки 17-го этажа дотягивается только зонтиком или просит кого-нибудь нажать на эту кнопку.

16. Флаг на воздушном шаре

     Воздушный шар уносится непрерывным ветром в южном направлении. В какую сторону развиваются при этом флаги на его гондоле? 

Ответ: шар, уносимый воздушным течением, находится по отношению к окружающему воздуху в покое; поэтому флаги не станут развиваться на ветру ни в какую сторону, а будут свисать, вниз, как в безветрие.

17. Два шнура

     У вас есть два шнура, каждый из которых горит по часу, но горит неравномерно. Как при помощи этих двух шнуров и спичек отмерить 45 минут? 
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Ответ: необходимо поджечь первый шнур одновременно с обоих концов - получаем 30 минут. Одновременно с первым шнуром поджигаем второй шнур с одного конца, и когда первый шнур догорит (30 минут),- поджигаем второй шнур с другого конца (оставшиеся 15 минут).

18. Форма яйца

     Считается, что есть веская причина, по которой у птичьих яиц один конец тупее другого. Что это за причина? 

Ответ: сферические и овальные яйца катились бы по прямой. Асимметричные же яйца, у которых один конец тупее, а другой острее, при скатывании стремятся катиться по кругу. Если яйцо лежит на краю обрыва или в другом ненадежном месте, стремление катиться по кругу, а не по прямой — большое преимущество.
19. Переправа

     Имеется круглое глубокое озеро диаметром 200 метров и два дерева, одно из которых растет на берегу у самой воды, другое - по центру озера на небольшом островке. Человеку, который не умеет плавать, нужно перебраться на островок при помощи веревки, длина которой чуть больше 200 метров. Как ему это сделать? 

Ответ: привязав веревку одним концом к дереву, растущему на берегу, необходимо обойти озеро с натянутой над водой веревкой и привязать второй конец веревки к тому же дереву. В результате между деревьями будет натянута сдвоенная веревка для переправы на остров. 

20. Двойное значение

     В каком случае, смотря на цифру 2, мы говорим “десять”? 

Ответ: когда мы смотрим на часы, которые показывают десять минут какого-либо часа.

21. Куда летит воздушный шар?

     Выпущенные из рук детские воздушные шары куда-то улетают. Куда? Как высоко могут они улететь? 

Ответ: воздушный шар, вырвавшись из рук, уносится не к крайним границам атмосферы, а лишь до своего "потолка", до той высоты, где вследствие большой разреженности воздуха вес шара равен весу вытесняемого им воздуха. Но он не всегда достигает "потолка". Так как шар, поднимаясь, раздувается (из-за уменьшения наружного давления), то еще до достижения "потолка" он может лопнуть, распираемый изнутри.

22. Необыкновенная птица

     Не можете ли Вы назвать птицу, обитательницу наших лесов, которая иногда после смерти сохраняется в течение 15—20 лет в виде своего собственного чучела? 

[image: image418.png]


Ответ: необыкновенная птица, о которой идет речь, это клест. Пристрастие клестов к смолистым семенам хвойных деревьев отражается удивительным образом на их организме. Тело старой птицы так пропитывается смолою, что после смерти птицы оно долгое время не подвергается гниению. "Известны случаи, — пишет профессор Кайгородов, — когда "мумии" старых клестов сохранялись в течение 15—20 лет без всяких признаков разложения".

23. Искры на расческе

     При расчесывании сухих волос пластмассовой расческой возникают электрические искры между расческой и волосами. Как Вы полагаете, каково напряжение этих искр? 

Ответ: при расчесывании волос расческой могут возникать искры длиной в несколько миллиметров. Для возбуждения таких искр необходимо напряжение в несколько тысяч вольт; при таком же напряжении работают и мощные гидро и турбогенераторы.

24. Грязнуля

     Петя и Миша играли на грязном и темном чердаке дома. Потом они спустились вниз. У Пети всё лицо было грязным, а лицо Миши чудом осталось чистым. Несмотря на это, только Миша отправился умываться. Почему? 
Ответ: Миша увидел, что у Пети грязное лицо и подумал, что у него также лицо грязное, Петя, увидев чистое лицо Миши, подумал, что с его лицом также все в порядке.

25. Отправление поезда

     Многие из Вас когда-нибудь замечали, что перед тем, как двинуть состав поезда вперед, машинист нередко подает весь состав назад. Для чего это делается? 
Ответ: это делается в том случае, если сцепки между вагонами стоящего на станции состава натянуты. Если паровоз станет тянуть состав в таком виде, ему придется сдвигать с места весь состав сразу; при тяжелом составе это ему не под силу. Другое дело, когда паровоз предварительно подал состав назад; сцепки тогда прослабляются, и приводится в движение вагон за вагоном последовательно, — это гораздо легче.
26 . Миллион квадратных метров.
      Многие знают, что один квадратный метр состоит из одного миллиона квадратных миллиметров (1000х1000=1000000). Но вот нашелся один мальчик, который никак не мог в это поверить. "Никогда не поверю, что в этом листе бумаги уместиться миллион квадратных миллиметров, пока лично сам не сосчитаю все клетки!" - говорил он, держа в руках квадратный метр специальной чертежной бумаги, уже расчерченной на миллиметровые клетки.
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И вот одним ранним утром он проснулся и принялся дотошно пересчитывать на бумаге клетки, добросовестно отмечая карандашом каждую из посчитанных клеток. Как Вы считаете - смог ли он в этот день убедиться в том, что квадратный метр действительно заключает в себе миллион квадратных миллиметров? 
Ответ: в тот же день убедиться в этом мальчик не смог, потому что, считая даже круглые сутки без перерыва, он не сосчитал бы и половины от всех клеток, так как в сутках 86400 секунд, а сосчитать необходимо 1000000 клеток.

26. Восход солнца

     Может ли человек, находясь на Земле, увидеть Солнце восходящим с запада? 
Ответ: это возможно, если двигаться с определенной скоростью (на скоростном автомобиле или самолете) в направлении, противоположном направлению движению Земли. Чем ближе человек находиться к полюсу Земли, тем меньше требуется скорость, для того чтобы обогнать землю в ее движении. Человек может перегнать Землю даже пешком, находясь от полюса на расстоянии до 50 км. Идя на запад навстречу садящемуся Солнцу, он будет наблюдать своеобразный восход Солнца.
27. Что быстрее?
     Если шар, гладкий куб и цилиндр будут одновременно пущены вниз по наклонной плоскости, что первым очутится внизу? 
Ответ: первым достигнет низа куб, вторым — шар, последним — цилиндр. Шар и цилиндр потратят часть энергии на вращение, что соответственно уменьшит их скорость.

28. Два числа

   Назовите два числа, у которых количество цифр равно количеству букв, составляющих название каждого из этих чисел. 
Ответ: «сто» - 100; «миллион» - 1000000

29. Вес груза

     Человек прыгает со стула. В руках он держит весы, на чашке которых лежит груз 10 кг. На каком делении будет стоять стрелка весов во время падения? 
Ответ: на нуле.
30. Огурец в бутылке

     Всем известно, что есть способ поместить в бутылку модель корабля. Но как сделать, чтобы в бутылке оказался целый спелый огурец, не повредив бутылку?
Ответ: в то время, когда на стебле появляется завязь огурца, необходимо ее поместить, не нарушая стебля в бутылку через горлышко, и в таком виде оставить огурец досозревать. Как известно огурцы созревают очень быстро, и через несколько дней огурец вырастет внутри бутылки.
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Логические задачи (высокий уровень)

Кто  есть кто?
[image: image422.png]x| + Iyl + ly— 1] < 4.
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Ответы:
Гимназическая олимпиада №1
1. Пролезет. 2. 6 попыток. 3. 5. 4. 24 и 8. 6. 15. 7. Две параллельные прямые: [image: image162.png]y=-3x+1uy=-3x—1.



 8. [image: image164.png]1843



. 9. Применить неравенство Коши. 11. 452. 12. [image: image166.png]0,5(va++b).



 13. 10.
Гимназическая олимпиада №2
1. Разложить по формуле: [image: image168.png]


+ [image: image170.png]b?



.  2.  [image: image172.png]


 (умножить числитель и знаменатель на [image: image174.png]


). 5.  [image: image176.png]M+ 1-nn*+1+n).



 6. Дополнить до полного квадрата. 7. [image: image178.png]1l=x<2,x=05.



 8. Воспользоваться неравенством  [image: image180.png]


, 2 ≤ [image: image182.png]


 ≤ n. 9. 2003 – простое число. 10. Такой случай возможен. 11. 1,5 кг. 12. [image: image184.png]x=2,y=1,z=3, u=-1,v



 13. 12.
Гимназическая олимпиада №3
1. Метод перебора. 2. [image: image186.png]


. 3. Применить разность квадратов. 4. 4. 5. 20. 6. Эйлер. 7. Первая дробь больше. 8. Вкладчику выгоднее, если банк начисляет % раз в месяц. 9. При  а[image: image188.png]


 - решений нет, при а [image: image190.png]


а[image: image192.png]


,
а =[image: image194.png]


 – одно решение, при а[image: image196.png](=31



 – два решения. 10. (3; 2), (3; −2), (−3; 2),

 (−3; −2) . 12. 2 гостиницы первого, 2 второго и 3 третьего.

Гимназическая олимпиада №4
1. 32 км/ч. 2. Нет нельзя. 5. (0;1;10), (1;–10;–1). 6. Освободиться от иррациональности 2 раза в левой части равенства и сложить. 7. 15625, 27225, 34225, 75625, 81225. 8. Умножить обе части на 4 и прибавить1. 9. [image: image198.png]


. 10. Метод разделяющих переменных. 11. Тетраэдр. 12. [image: image200.png]5+ 1/5;10 + /85



.
Гимназическая олимпиада №5
1. 5 учеников. 2. [image: image202.png]2(a+b)?
JaZib2




. 3. – 8, 4. 4. [image: image204.png](x—3)x—2D)(x+2)(x+1)



. 6. Параллелограмм с вершинами: (-6; 2), (-1; 2), (3; -2), (-1; -2). S = 16. 7. 24 и 8, 54 и 2. 10. [image: image206.png]f+ 2mn, neZ.



 11. 0 или – 5.  12. [image: image208.png]2] U [3;+=).



 13.    780.
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Гимназическая олимпиада №6
1. 300 долларов, 5%. 2. А = 4. 4. [image: image210.png]


  6. 7. 8. ([image: image212.png]—o0; —1]U {1}



. 9. 15. 10. [image: image214.png]


. 11. Многоугольник. S = 15. 12. Воспользоваться суммой кубов: [image: image216.png]100%
+ 33



.
Гимназическая олимпиада №7
1. [image: image218.png]5—V6+12
"




. 2. [image: image220.png]


 3. 30 учеников. 4. [image: image222.png][1;2]uU5



. 5. 7. 6. [image: image224.png]


. 7. arctg [image: image226.png]


. 8. Дополнить до синуса двойного угла. 9. 2с. 10. (2; 1,5). 11. Применить сумму квадратов. 12. При любом а уравнение имеет единственный корень. 13. [image: image228.png]


;  [image: image230.png]


 [image: image232.png]


;   [image: image234.png]


. 14. 45.
Гимназическая олимпиада №8
1. 452. 2. [image: image236.png][5;10]



. 3. «2» - 11, «3» - 7, «4» - 10, «5» - 2. 4. [image: image238.png](—eoi3] U G +)



. 5. 1. 6. [image: image240.png]


. 7. [image: image242.png]a(v3-1)



. 8. 81. 9. 1) 15; 112; 113.    2) 15; 36; 39.   3) 15; 204 25.   4) 154 84 17. 10. [image: image244.png](V3+1)(v2+1)

S



. 11. Рассмотреть прямоугольный треугольник с катетами sin[image: image246.png]


 и cos[image: image247.png]


. 12. Возвести неравенство в n степень.
Гимназическая олимпиада №9
1. 1. 2. 5. 3. 0; [image: image249.png]


. 4. 246. 5. [image: image251.png]


. 6. Домножить обе части равенства на 2соs18°. 7. 80 см2. 8. 666…7(шестерок n-1 штук). 9. Первое выражение меньше второго. 11. Решений нет. 12. (0; 0; d), (с; –с; с), (–3;–1,5; 3), где с и d произвольные числа. 14. 30.
Гимназическая олимпиада №10
1. – 3;1. 2. В 16 раз. 3. [image: image253.png]5++/10; 10++/85.



 4. Заменить 11m,  на  12m – m. 5. [image: image255.png]2(a+b)?
JaZib2




. 6. Усилить неравенство (все числа под корнем заменить числом 40). 7. Нет. 8. [image: image257.png][5;10]



. 11. Данное выражение умножить и разделить на 9. 12. 5 учеников.
[image: image426.png][lx—1]-5|<3-2x




Гимназическая олимпиада №11
         1.☻. Больше выпито кофе.  
1. Многоугольник. S = 15. 2. Составное. 3. [image: image259.png]%,ryma: 2,x € [1;3],mpu a < 2 pewenuii nem




 4. [image: image261.png]


. 9. 40 км /ч. 10. [image: image263.png]


. 11. – 1. 12. Цифра 3.
Гимназическая олимпиада №12
1.   [image: image265.png]=l



. 3. 1,5. 4. [image: image267.png]


 5. [image: image269.png]0,5 + 0,5v21.



 6. 6 попыток. 7. – 3. 8. 
2.   [image: image271.png]8r 1 eipdgm™ 1 3 7w mn
xE(ffffurCsmf+7, Zarcsin? 7+7),nEZ.
P S e



 9. (2; 1,5). 10. Многоугольник. S = 15.  11. [image: image273.png]cos <
n



. 12. [image: image275.png]



Логические задачи (высокий уровень)
Кто есть кто?

Алексеев – директор, Белкин – кассир, Волков – продавец, Гусев – 
 товаровед,  Демин –бухгалтер.
В поезде.

Андреев [image: image277.png]


 в Одессе, Борисов [image: image279.png]


 в Петербурге, Васильев [image: image281.png]


 в Киеве, 
Григорьев   [image: image283.png]


в Минске, Дмитриев [image: image285.png]


в Харькове, Елисеев – в Москве.
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1
Медали и премии за выдающиеся научные достижения

1. Премии математикам
    Научное открытие само по себе – величайшее счастье. Открыв законы движения планет, Иоганн Кеплер писал: «Я предаюсь, радости и не стесняюсь похвалиться перед смертными: я похитил золотые слитки египтян, чтобы создать их них храм моему божеству вдали от пределов Египта».

    Труд ученого приносит величайшее удовлетворение, но в тоже время, человек, ищущий истину, нуждается в моральной, а часто и в материальной поддержке. Похвала и признание окрыляют, дают новые силы для работы, а потому и государственные структуры, и отдельные люди помогают ученым. Одна из форм такой поддержки – медали и премии за выдающиеся научные результаты.
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           В настоящее время Российская академия наук присуждает три медали и девять премий по математике. Медали были учреждены в честь Л. Эйлера, П. Л. Чебышева и М. В. Келдыша; премии – имени И.М. Виноградова, С.В. Ковалевской, А.Н. Колмогорова, М.А. Лаврентьева, Н.И. Лобачевского, А.М. Ляпунова, А.И. Мальцева, А.А. Маркова и И.Г. Петровского.

           Пожалуй, самая известная из международных премий, которыми награждаются математики, - это премия Филдса. Ее учредитель Джон Чарльз Филдс родился в 1863 г. в Канаде, окончил университет в Торонто, потом долго жил в Европе, но вернулся в Торонто, где жил и работал до конца своей жизни. Его научные работы связаны с теорией алгебраических функций и алгеброй. Однако больше всего Филдс был известен как общественный деятель. Именно благодаря его активности в 1924 г. состоялся Международный математический конгресс в Торонто. 
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            На этом конгрессе обсуждалась идея Филдса – учредить международную премию и медаль по математике. Филдс писал: «Я особо подчеркиваю, что медаль должна быть интернациональна и объективна, насколько это возможно…Она ни под каким видом не должна включать упоминание о какой либо стране, институте или личности».

            Впервые эта награда была вручена на международном конгрессе в Осло в 1936г. С тех пор на каждом международном конгрессе ее присуждают самым выдающимся математикам. 
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           Необычная олимпиада «Турнир городов», победителями которой, как следует из названия, становятся города. Участники конкурса решают задачи одновременно, но каждый в своем городе. А при определении победителей учитывают число жителей города: чем он меньше, тем на больший коэффициент умножается среднее количество очков, набранных членами команды. 

           Инициаторами проведения такого турнира были московские математики. Их инициативу поддержали Болгария и Австралия. Теперь в турнире участвуют города нескольких десятков стран.
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Приложение 2
Список ресурсов для подготовки к олимпиадам по математике
(в помощь педагогам и родителям)

   http://www.mat.1september.ru - Газета «Математика» Издательского дома «Первое 
   сентября»
   http://www.mathematics.ru - Математика в Открытом колледже
   http://www.math.ru - Math.ru: Математика и образование
   http://www.mccme.ru - Московский центр непрерывного математического образования 
  (МЦНМО)
   http://www.allmath.ru - Allmath.ru — вся математика в одном месте
   http://www.eqworld.ipmnet.ru - EqWorld: Мир математических уравнений
   http://www.exponenta.ru - Exponenta.ru: образовательный математический сайт
   http://www.bymath.net - Вся элементарная математика: Средняя математическая интернет-
   школа
   http://www.neive.by.ru - Геометрический портал
   http://www.graphfunk.narod.ru - Графики функций
   http://www.comp-science.narod.ru - Дидактические материалы по информатике и математике
   http://www.rain.ifmo.ru/cat - Дискретная математика: алгоритмы (проект Computer Algorithm
   Tutor)
   http://www.uztest.ru - ЕГЭ по математике: подготовка к тестированию
   http://www.zadachi.mccme.ru - Задачи по геометрии: информационно-поисковая система
   http://www.tasks.ceemat.ru - Задачник для подготовки к олимпиадам по математике
   http://www.math-on-line.com - Занимательная математика — школьникам (олимпиады, 
   игры, конкурсы по математике)
   http://www.problems.ru - Интернет-проект «Задачи»
   http://www.etudes.ru - Математические этюды
   http://www.mathem.h1.ru - Математика on-line: справочная информация в помощь студенту
   http://www.mathtest.ru - Математика в помощь школьнику и студенту (тесты по математике
   online)
   http://www.matematika.agava.ru - Математика для поступающих в вузы
   http://www.school.msu.ru - Математика: Консультационный центр преподавателей и   

   выпускников МГУ
   http://www.mathprog.narod.ru - Математика и программирование
   http://www.zaba.ru - Математические олимпиады и олимпиадные задачи
   http://www.kenguru.sp.ru - Международный математический конкурс «Кенгуру»
   http://www.methmath.chat.ru - Методика преподавания математики
   http://www.olympiads.mccme.ru/mmo - Московская математическая олимпиада школьников
   http://www.reshebnik.ru - Решебник.Ru: Высшая математика и эконометрика — задачи,  

   решения.
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Доказать тождество:   � QUOTE � ���. 


Вычислить:      � QUOTE � ��� .


Доказать, что уравнение        x4 – 5x3 – 4x2 – 7x + 4 = 0   не имеет 


         отрицательных корней.


Построить график функции  � QUOTE � ���                   


Разложить на множители:  n4 + n2 + 1.


Решить уравнение:     � QUOTE � ���.  


Доказать:   � QUOTE � ���+ … + � QUOTE � ��� .                                              


Доказать, что разность четырехзначного числа и числа записанного теми же цифрами, но в обратном порядке, не может равняться 2003.


Футбольный турнир проходил в один круг. За победу давали 3 очка, за 


           ничью – одно очко, за поражение 0 очков. Могло ли так случиться, что 


           команда, занявшая 1 место при старой системе подсчета очков (победа


          – 2 очка, ничья – 1 очко, поражение – 0) была бы последней?


 Доказать, что если стороны прямоугольного треугольника составляют 


          арифметическую прогрессию, то ее разность равна радиусу вписанной  


          окружности в этот треугольник.


Кусок сплава меди с оловом массой в 12 кг содержит 45% меди. Сколько чистого олова надо прибавить к этому куску, чтобы получившийся новый сплав имел 40% меди?


Решить систему уравнений:   


       � QUOTE � ��� 


� QUOTE � ���      � QUOTE � ���


���


       � QUOTE � ���


В расписании уроков на среду для 7 класса должно быть 5 уроков: алгебра, русский язык, литература, география и физкультура. Сколькими способами можно составить расписание на этот день, если уроки русского языка и литературы должны стоять рядом, а урок физкультуры – последним?








                





Психолого-педагогическая подготовка детей к олимпиаде, основные принципы разработки заданий олимпиады











1.Представьте себе, что вы охватили земной шар по экватору нитью. Прибавьте к длине этой нити 1 метр и снова проделайте ту же операцию. У вас появится зазор. Вопрос: пролезет ли кошка через этот зазор?


2.Клиент банка забыл четырехзначный шифр своего сейфа и помнил лишь, что этот шифр – простое число, а произведение его цифр равно 243. За какое наименьшее число попыток он сможет открыть свой сейф?








Продолжите логический ряд:


– 1, 23 – 0,  НОС – 1,  РОГ – 2,  868 – 5,  КОРОВА – ?


Над двумя различными натуральными числами проделывают 4 операции: а) находят их сумму; б) из большего вычитают меньшее; в) находят их произведение; г) большее число делят на меньшее. Сумма результатов всех четырех операций равна  35. Что это за числа?


Доказать,  что � QUOTE � ���.


Чему равно выражение  


 � QUOTE � ���, при а = 73.


Изобразить на координатной плоскости множество точек, координаты


которых удовлетворяют уравнению: � QUOTE � ���.


Найти площадь трапеции, диагонали которой равны 7 см и 8 см, а основания 3см и 6 см.


Доказать, что если числа x, y, z положительные и x + y + z =1, то 


     � QUOTE � ��� � QUOTE � ���.


 Построить график функции:    � QUOTE � ���.


Сумма цифр трехзначного числа равна 11, а сумма квадратов цифр этого числа равна 45. Если трехзначное число записать в обратном порядке, то оно будет меньше исходного на 198. Найти исходное трехзначное  число.


     12.Упростить:                                                


           � QUOTE � ���


13.На деловую встречу пришло 5 человек. Каждый с каждым обменялся 


 рукопожатием. Сколько всего рукопожатий было совершено?








Доказать тождество:   � QUOTE � ���


 Вычислить:   � QUOTE � ���


 Доказать, что уравнение   � QUOTE � ��� не имеет 


 отрицательных корней.


 Построить график функции     � QUOTE � ��� + 1.


 Разложить на множители:  n4 + n2 + 1.


 Решить уравнение:   � QUOTE � ���  


 Доказать:   � QUOTE � ���.


 Доказать, что разность четырехзначного числа и числа записанного теми


 же цифрами, но в обратном порядке, не может равняться 2003.


 Футбольный турнир проходил в один круг. За победу давали 3 очка, за 


 ничью – одно очко, за поражение 0 очков. Могло ли так случиться, что 


 команда, занявшая 1 место при старой системе подсчета очков (победа –


 2 очка, ничья – 1 очко, поражение – 0) была бы последней?


 Доказать, что если стороны прямоугольного треугольника составляют 


      арифметическую прогрессию, то ее разность равна радиусу вписанной  


      окружности в этот треугольник.


  Кусок сплава меди с оловом массой в 12 кг содержит 45% меди. Сколько


  чистого олова надо прибавить к этому куску, чтобы получившийся новый


  сплав имел 40% меди?


  Решить систему уравнений:   


          � QUOTE � ��� 


� QUOTE � ���         � QUOTE � ���


���


          � QUOTE � ���


 В расписании уроков на среду для 7 класса должно быть 5 уроков: алгебра, русский язык, литература, география и физкультура. Сколькими способами можно составить расписание на этот день, если уроки русского языка и литературы должны стоять рядом, а урок физкультуры – последним?








 Имеется 10 монет. Одна из них фальшивая (она легче остальных). Как с помощью двух взвешиваний на рычажных весах без гирь обнаружить эту фальшивую монету?


Найти сумму:   � QUOTE � ���.


Решить уравнение:   � QUOTE � �� QUOTE � ���.


Упростить выражение:    � QUOTE � ���.


В треугольнике АВС медианы АМ и ВN взаимно перпендикулярны. АМ равно 6 см, ВN равно 5 см. Найти площадь треугольника АВС.


Фамилия великого математика содержит 5 букв. Если буквы алфавита А, Б,…,Я (без Ë) пронумеровать по порядку числами от 1 до 32 и подставить их «номера», то получим суммы чисел: 


  Первая и вторая буквы  =  40


I и IV = 36


I и Y = 47


I и III = 42


I, II, III, IV и V=75.   Назовите фамилию математика.


      7.  Сравните дроби:     � QUOTE � ���.


       8.  В банк кладется 1000 рублей. В каком случае спустя 10 лет вкладчик 


            получит больше денег: если банк начисляет 5% от имеющейся суммы 


            один раз в год или если он начисляет � QUOTE � ���  один раз в месяц.


       9.  Найти число решений уравнения   � QUOTE � ���в зависимости от


             значений параметра  a.


      10.  Решить в целых числах уравнение   6х2 + 5у2 = 74.


      11.  В городе есть гостиницы трех типов. В каждой гостинице первого,  


             второго и третьего типов  имеется соответственно 150, 310 и 40 обычных


             номеров, а также 17, 37 и 5 номеров высшего разряда. Всего в  


             гостиницах города 1040 обычных номеров и 123 номера высшего 


             разряда. Найти число гостиниц высшего типа, зная, что их общее число 


             не превосходит 10.





 


Из одного города в другой выехала машина. Первую треть пути она ехала


      со скоростью 40 км/ч, вторую треть – 20 км/ч, а последнюю – 40 км/ч. 


      Чему равна средняя скорость машинны на всем пути?


Решить уравнение:   � QUOTE � ���


Доказать, что сумма расстояний от точки, находящейся внутри  равностороннего треугольника АВС до его сторон есть величина постоянная.


 В трапецию АBСD вписана окружность с центром О. Доказать, что   


  � QUOTE � ���.


Для каких целых чисел х, у и z выполняется равенство


 � QUOTE � ���


Доказать, что если � QUOTE � ���


Найти все пятизначные числа, которые сами являются точными квадратами и остаются точными квадратами при зачеркивании первой, двух первых или трех первых цифр.


Найти все целые решения уравнения   � QUOTE � ���


Вычислить кубический корень: 


  � QUOTE � ���.


Решить уравнение:   � QUOTE � ���


 Из 6 одинаковых спичек составьте четыре треугольника с вершинами в 


 концах спичек.


     Решить уравнение:     � QUOTE � ���.





















































В классе присутствуют учитель и несколько учеников. Найти число учеников, если известно, что возраст учителя на 24 года больше среднего возраста учеников и на 20 лет больше среднего возраста всех присутствующих в классе.


 В прямоугольную трапецию вписана окружность. Расстояния от центра 


окружности до концов наклонной боковой стороны � QUOTE � ���. Найти периметр


трапеции.   





   3.    Решить уравнение:   � QUOTE � ���. 


   4.    Разложить на 4 множителя:  � QUOTE � ���     


   5.    Доказать, что    � QUOTE � ���, для � QUOTE � ���. 


   6.    Найти площадь фигуры, заданной на координатной плоскости условием:  


          � QUOTE � ���


   7.    Над двумя натуральными числами проделывают четыре операции:


          а)  находят сумму;


          б)  из большего вычитают  меньшее;


          в)  находят их произведение;


          г)  большее число делят на меньшее.


          Сумма результатов всех операций равна 35. Что это за числа?


    8.    Доказать неравенство: � QUOTE � ���                       


    9.    Решить уравнение:      � QUOTE � ���.





   10.   В равнобедренный прямоугольный треугольник вписан квадрат таким


           образом, что две его вершины лежат на гипотенузе, а две другие  –  на


           катетах. Сторона квадрата равна 3. Найти длину гипотенузы.


   11.   Решить уравнение:   � QUOTE � ��� 


   12.   Решить систему уравнений:   


                   � QUOTE � ��� ,         


                   � QUOTE � ���          


    13.  Из нечетных цифр составляют все возможные числа, содержащие не


           более четырех цифр. Сколько существует таких чисел?










































































Вкладчик на свои сбережения через год получил 15 долларов начисления процентных денег. Добавив еще 85 долларов, он оставил деньги еще на год. По истечении года вклад  вместе с процентами составил 420 долларов. Какая сумма была положена первоначально и какой процент дает банк?


Доказать, что А – целое число, если А = � QUOTE � ��� + � QUOTE � ���. 





 Доказать, что если углы треугольника связаны соотношением sin� QUOTE � ��� = 2sin� QUOTE � ���, то он равнобедренный.


Решить в целых числах уравнение:   � QUOTE � ���


Доказать, что если из вершины треугольника опустить высоту и медиану, которые делят этот угол на 3 равные части, то этот треугольник прямоугольный.


При каких значениях параметра а, система уравнений имеет единственное решение?


   � QUOTE � ���,


   � QUOTE � ���


Решить уравнение:  � QUOTE � ���.


Решить неравенство:    (х – 1)(х2 – 1)( х3 – 1) … (х2012 – 1) ≤ 0.  


Построить график функции:   у = � QUOTE � ��� + � QUOTE � ���   


График квадратичной функции проходит через точки А(4;0), В(6;0), С(5;-1). Задайте функцию формулой и постройте ее график.  


Найти площадь фигуры, образованной на координатной плоскости хОу всеми точками М (х; у), координаты которых удовлетворяют неравенству  � QUOTE � ���


Разложить на множители:   1000027.





Освободиться от иррациональности в знаменателе:  


   � QUOTE � ���.


Решить неравенство:  � QUOTE � ���.


После выпуска из школы ученики обменялись  фотографиями. Сколько было учеников, если они  обменялись 870 карточками.


Решить уравнение:  � QUOTE � ���.


Число 392 разделили на натуральное число а и от частного отняли а, с полученной разностью проделали то же самое и с новым результатом проделали то же самое. В ответе получилось число  – а. 


Чему равно а?


� QUOTE � ���.


� QUOTE � ��� Найти величину острого угла, если отношение длин диагоналей равно 2.


Вычислить:    � QUOTE � ���


Муха вылетает из одного города в другой со скоростью 1 м/с. Расстояние между городами 2500 км. Муха удваивает скорость после каждого метра  пути. Оценить время полета мухи.


 Решить уравнение: 


      � QUOTE � ���


 Доказать, что число   � QUOTE � ���  является составным.


 Найти число решений уравнения  � QUOTE � ��� в зависимости от 


 значений параметра  а.


 Решить систему уравнений:   


       � QUOTE � ���, 


       � QUOTE � ���  


       z � QUOTE � ���.


 На встречу выпускников пришло 10 человек. Каждый с каждым обменялся рукопожатием. Сколько всего рукопожатий было совершено?











�





Гимназическая олимпиада №8








Сумма цифр трехзначного числа равна 11, а сумма квадратов цифр этого числа равна 45. Если трехзначное число записать в обратном порядке,  то оно будет меньше первоначального на 198. Найти исходное трехзначное число.


Решить уравнение:  � QUOTE � ���   


В классе 30 человек, которые на контрольной работе получили «2», «3», «4» и «5». Сумма всех оценок равна 93, причем троек больше, чем пятерок и меньше,  чем четверок. Число четверок делится на 2 и на 5, а число пятерок четно. Сколько «2», «3», «4» и «5» получили ученики?


Решить неравенство:   � QUOTE � ���.


Вычислить:     � QUOTE � ��� + � QUOTE � ���.





Площадь равнобедренной трапеции, описанной около круга равна S. Определить боковую сторону этой трапеции, если известно, что острый угол при основании трапеции равен � QUOTE � ���


В правильный треугольник, сторона которого равна а вписаны три равных круга, касающихся друг друга. Каждый из них касается двух сторон данного треугольника. Определить радиусы этих кругов.


Решить уравнение:   � QUOTE � ��� = 81.


Сколько имеется прямоугольных треугольников, длины сторон которых выражаются целыми числами, если один из катетов равен 15?


 Освободиться от иррациональности в знаменателе   � QUOTE � ���.


 Доказать, что если � QUOTE � ���


 Доказать, что при любом натуральном n > 1верно неравенство





�
























































Решить уравнение:


� QUOTE � ��� + � QUOTE � ��� = 0.


Найти наибольшее  значение функции  


y (x) = 3sin x + 4cos x.


Решить уравнение:  


� QUOTE � ���.


К данному трехзначному числу слева приписали цифру 5 и из полученного четырехзначного числа вычли 3032. Получилась разность, которая больше трехзначного числа в 9 раз. Найти данное трехзначное число. 





   5.   Решить уравнение:   � QUOTE � ���


   6.   Доказать тождество:   � QUOTE � ���


   7.   В равнобокую трапецию вписан круг радиусом 4 см, периметр трапеции 


         равен 40 см. Найти площадь трапеции.


   8.   Вычислить:   � QUOTE � ���


                                        2n                n+1               n


    9.   Сравнить числа   соs18°· соs48°  и   � QUOTE � ��� .


  10.  Доказать неравенство:   � QUOTE � ���


  11.  Решить уравнение:


         � QUOTE � ���.   


  12.  Решить систему уравнений:       


             х2 + ху + у2z  –  � QUOTE � �� QUOTE � ����y2z3 = 0,


  x2 – y2 + 3y 2z + z2x = 0,


  х2 + ху + уz2 = 0.


  13.  Доказать, что     � QUOTE � ���    число составное.


  14.  После финальной игры в КВН каждый игрок одной команды обменялся 


          рукопожатием с каждым игроком другой команды. Сколько всего игроков 


         присутствовало на сцене, если было совершено 221 рукопожатие?














Решить уравнение:   � QUOTE � ���


Если половину пути от города  А до города В проехать на поезде, а вторую половину лететь на самолете, то на весь путь уйдет 8,5 часов. Если же пятую часть пути ехать на поезде, а оставшуюся лететь на самолете, то на весь путь уйдет 4 часа. Во сколько раз скорость самолета больше скорости поезда? Время на пересадку не учитывается.


Решить уравнение:   � QUOTE � ���.


Доказать, что  � QUOTE � ���   делится на 6, где m � QUOTE � ���.


В прямоугольную трапецию вписана окружность. Расстояния от центра окружности до концов наклонно боковой стороны а и b. Найти периметр трапеции.


Верно ли равенство   � QUOTE � ���  < 105?


Сколько отрицательных корней имеет уравнение: 


 � QUOTE � ���?


Решить уравнение:   � QUOTE � ��� + � QUOTE � ���.


 Сумма углов при основании трапеции равна 90°. Доказать, что отрезок, соединяющий середины оснований трапеции равен полуразности длин оснований.


 Построить график функции:  � QUOTE � ���.


 Найти сумму:   1 + 11  +  111  +  1111  + … + 1111…1


                                                                                                  n  штук


 В классе присутствуют учитель и несколько учеников. Найти число учеников, если известно, что возраст учителя на 24 года больше среднего возраста учеников и на 20 лет больше среднего возраста всех присутствующих в классе.














        





☻Человек пил кофе следующим образом: сначала он наливал полную чашку кофе, выпивал некоторую ее часть, затем доверху наливал молоко, выпивал часть смеси, снова наливал молоко доверху и так  далее. Каждый раз он выпивал вдвое меньше предыдущего, кроме последнего раза, когда он выпил чашку до дна. Чего он выпил больше  –  кофе или молока?


☻ Доказать тождество:  


� QUOTE � ���.








Найти площадь фигуры, образованной на координатной плоскости  хОу  всеми точками М (х; у), координаты которых удовлетворяют неравенству  


     � QUOTE � ��� + � QUOTE � ���


Простым или составным является число  42004 +1?


Решить для всех значений параметра а уравнение:   � QUOTE � ���.


� QUOTE � ���.


 Доказать, что если из вершины С треугольника АВС проведены высота и медиана, которые делят угол С на 3 равные части, то � QUOTE � ���АВС прямоугольный.


Доказать тождество:   � QUOTE � ���


 Доказать, что если   � QUOTE � ���


Построить график функции:   � QUOTE � ���


По дороге мимо наблюдателя проехали через равные промежутки времени автобус, мотоцикл и автомобиль. Мимо другого наблюдателя они проехали с такими же промежутками времени, но в другом порядке: автобус, автомобиль, мотоцикл. Найти скорость автобуса, если скорость автомобиля 60 км/ч, а мотоцикла – 30 км/ч.


 Сократить дробь:   � QUOTE � ���.


.      11.Упростить выражение при условии  0 <  х < 1:


            � QUOTE � ���.


      12. Найти последнюю цифру числа   � QUOTE � ���.























Существует ли, такая функция, которая принимает значение 1 для всех положительных  х и равняется 0 для всех отрицательных значений  х?


Построить график уравнения   � QUOTE � ���.


Решить уравнение: � QUOTE � ��� � QUOTE � ���      


Из одного города в другой выехала машина. Первую треть пути она ехала со скоростью 5о км/ч, вторую треть – 6о км/ч, а последнюю – 70 км/ч. Чему равна средняя скорость машины на всем пути?


Решить уравнение:   � QUOTE � ���.


Клиент банка забыл четырехзначный шифр своего сейфа и помнил лишь, что этот шифр – простое число, а произведение его цифр равно 243. За каке наименьшее число попыток он наверняка сможет открыть свой сейф?


Решить уравнение:    � QUOTE � ���


Решить неравенство:   � QUOTE � ���.


Решить уравнение: 


      � QUOTE � ���


 Найти площадь фигуры, образованной на координатной плоскости  хОу


      всеми точками М (х; у), координаты которых удовлетворяют неравенству  


      � QUOTE � ��� + � QUOTE � ���  


Упростить выражение:  � QUOTE � ���, если   � QUOTE � ���.


Решить уравнение:   � QUOTE � ���.








Карточка №1. Геометрические задачи.


1.*У мамы обезьяны есть веревка длиной 10м и 11 квадратных пеленок размером 1� QUOTE � ���1 метр. Может ли она развесить пеленки, чтобы они не касались друг друга?


2.*Найти площадь трапеции, диагонали которой равны 7см и 8см, а основания 3см и 6см.


3.*В треугольнике АВС медианы АМ и ВN взаимно перпендикулярны. АМ равно 6 см, ВN равно 5 см. Найти площадь треугольника АВС.


4.**Доказать, что если стороны прямоугольного треугольника составляют арифметическую прогрессию, то ее разность равна радиусу вписанной окружности в этот треугольник.


5.**В прямоугольную трапецию вписана окружность. Расстояния от центра окружности до концов наклонной боковой стороны � QUOTE � ���. Найти Р трапеции.   

















 








Карточка №2. Геометрические задачи.





1.*Доказать, что сумма расстояний от точки, находящейся внутри  равностороннего � QUOTE � ���АВС до его сторон есть величина постоянная.


 2.*В равнобедренный прямоугольный треугольник вписан квадрат таким образом, что две его вершины лежат на гипотенузе, а две другие  –  на катетах. Сторона квадрата равна 3. Найти длину гипотенузы.


3.*Доказать, что если углы треугольника связаны соотношением sin� QUOTE � ��� = 2sin� QUOTE � ���  то он равнобедренный.


4.**Доказать, что если из вершины треугольника опустить высоту и медиану, которые делят этот угол на 3 равные части, то этот треугольник прямоугольный.


5.**Сколько имеется прямоугольных треугольников, длины сторон которых выражаются целыми числами, если один из катетов равен 15?

















Карточка №3. Геометрические задачи.


1.*Одно из оснований прямоугольной трапеции в 4 раза больше другого. Найти величину острого угла, если отношение длин диагоналей равно 2.


2.*В равнобокую трапецию вписан круг радиусом 4 см, периметр трапеции равен  40 см. Найти площадь трапеции.


3.*Сумма углов при основании трапеции равна 90°. Доказать, что отрезок, соединяющий середины оснований трапеции равен полуразности длин оснований.


4.**Доказать, что если из вершины С треугольника АВС проведены высота и медиана, которые делят угол С на 3 равные части, то � QUOTE � ���АВС прямоугольный.


5.**В правильный треугольник, сторона которого равна а вписаны три равных круга, касающихся друг друга. Каждый из них касается двух сторон данного треугольника. Определить радиусы этих кругов.


                                                                  











Карточка №4. Текстовые задачи.


1.*Из одного города в другой выехала машина. Первую треть пути она ехала со скоростью 40 км/ч, вторую треть – 20 км/ч, а последнюю – 40 км/ч. Чему равна средняя скорость машинны на всем пути?


2.**Из пункта А и В, расстояние между которыми 100 км, со скоростями 20 км/час и 30 км/ч выезжают навстречу друг другу два велосипедиста. Вместе с ними со скоростью 50 км/ч вылетают две мухи, летят до встречи, поворачивают и летят до встречи, снова поворачивают и т. д. Сколько км пролетит каждая муха в направлении от А до В до того момента, когда велосипедисты встретятся?


3.**В городе есть гостиницы трех типов. В каждой гостинице первого, второго и третьего типов  имеется соответственно 150, 310 и 40 обычных номеров, а также 17, 37 и 5 номеров высшего разряда. Всего в гостиницах города 1040 обычных номеров и 123 номера высшего разряда. Найти число гостиниц высшего типа, зная, что их общее число не превосходит 10.


4.*В классе присутствуют учитель и несколько учеников. Найти число учеников, если известно, что возраст учителя на 24 года больше среднего возраста учеников и на 20 лет больше среднего возраста всех присутствующих в классе.


5.*После выпуска из школы ученики обменялись  фотографиями. Сколько было учеников, если они  обменялись 870 карточками.








Карточка №5. Текстовые задачи.


**Муха вылетает из одного города в другой со скоростью 1 м/с. Расстояние между городами 2500 км. Муха удваивает скорость после каждого метра  пути. Оценить время полета мухи.


*Если половину пути от города  А до города В проехать на поезде, а вторую половину лететь на самолете, то на весь путь уйдет 8,5 часов. Если же пятую часть пути ехать на поезде, а оставшуюся лететь на самолете, то на весь путь уйдет 4 часа. Во сколько раз скорость самолета больше скорости поезда? Время на пересадку не учитывается.


**По дороге мимо наблюдателя проехали через равные промежутки времени автобус, мотоцикл и автомобиль. Мимо другого наблюдателя они проехали с такими же промежутками времени, но в другом порядке: автобус, автомобиль, мотоцикл. Найти скорость автобуса, если скорость автомобиля 60 км/ч, а мотоцикла – 30 км/ч.


*Из одного города в другой выехала машина. Первую треть пути она ехала со скоростью 5о км/ч, вторую треть – 6о км/ч, а последнюю – 70 км/ч. Чему равна средняя скорость машины на всем пути?


5* Клиент банка забыл четырехзначный шифр своего сейфа и помнил 


     лишь, что этот шифр – простое число, а произведение его цифр


    равно 243. За какое наименьшее число попыток он наверняка сможет


    открыть свой сейф?


**Футбольный турнир проходил в один круг. За победу давали 3 очка, за ничью – одно очко, за поражение 0 очков. Могло ли так случиться, что команда, занявшая 1 место при старой системе подсчета очков (победа –2 очка, ничья – 1 очко, поражение – 0) была бы последней?








Карточка №6. Задания на доказательство неравенств


1.**Доказать, что если числа x, y, z положительные и x + y + z =1, то 


       � QUOTE � ���


2.*Доказать:   � QUOTE � �� QUOTE � ���


3.*Доказать:   � QUOTE � �  � QUOTE � ���


4.**Решить неравенство:   


� QUOTE � ���.    


5.**Доказать, что при любом натуральном n > 1 верно неравенство


            �











Карточка №7. Задания на доказательство неравенств


1.*Доказать неравенство:   � QUOTE � ���.   


2. **Верно ли равенство   � QUOTE � ���  < 105?


3.   *Доказать тождество:  � QUOTE � ���





4.*Доказать, что если   � QUOTE � ���





5.  **Доказать неравенство:  (х – 1)(х2 – 1)( х3 – 1) … (х2012 – 1) ≤ 0.  











Карточка №8. Задания по теории чисел





*Найти последнюю цифру числа   � QUOTE � ���.


*Разложить на множители:   1000027.


     3.   *Доказать, что число   � QUOTE � ���  является составным


     4.   *Доказать, что � QUOTE � ��� - число составное


     5.  **Доказать, что  � QUOTE � ���   делится на 6, где m � QUOTE � ���.


     6.  **Простым или составным является число  42004 +1?


      








Карточка №9. Тригонометрия





*Доказать тождество:   � QUOTE � ���


*Доказать, что 


� QUOTE � ���


**Доказать, что


    � QUOTE � ���


*Доказать, что если � QUOTE � ���


**Доказать тождество:   � QUOTE � ���


**Сравнить числа   соs18°· соs48°  и   � QUOTE � ��� .








Карточка №10. Тригонометрия





*Доказать  тождество:   � QUOTE � ���


*Решить неравенство:   � QUOTE � ���.


**Вычислить:    � QUOTE � ���


**Упростить выражение:  � QUOTE � ���, если  0� QUOTE � ���


**Решить уравнение:   � QUOTE � ���   








Карточка №11. Упростить выражение





**� QUOTE � ���


*� QUOTE � ���.


*� QUOTE � ��� + � QUOTE � ��� 


 **Упростить выражение при условии  0 <  х < 1:


 � QUOTE � ���


**Сократить дробь:   � QUOTE � ���.











Карточка №12.  Задачи решаемые на координатной плоскости


**Найти площадь фигуры, образованной на координатной плоскости хОу всеми точками М(х;у), координаты которых удовлетворяют неравенству  � QUOTE � ���


*Изобразить на координатной плоскости множество точек, координаты которых удовлетворяют уравнению: � QUOTE � ���.


*График квадратичной функции проходит через точки А(4;0), В(6;0), С(5;-1). Задайте функцию формулой и постройте ее график.  


*Из 6 одинаковых спичек составьте четыре треугольника с вершинами в концах спичек.











Карточка №13. Задачи решаемые на координатной плоскости





**Построить график уравнения   � QUOTE � ���.


 *Построить график функции:  


  � QUOTE � ��� 


*Построить график функции:   у = � QUOTE � ��� + � QUOTE � ���   


**Построить график функции:   � QUOTE � ���


*Построить график функции:  � QUOTE � ���.











Карточка №14. Задачи на нахождение исходных чисел





**Над двумя различными натуральными числами проделывают 4 операции: а) находят их сумму; б) из большего вычитают меньшее; в) находят их произведение; г) большее число делят на меньшее. Сумма результатов всех четырех операций равна  35. Что это за числа?


*Сумма цифр трехзначного числа равна 11, а сумма квадратов цифр этого числа равна 45. Если трехзначное число записать в обратном порядке, то оно будет меньше исходного на 198. Найти исходное трехзначное  число.


*Доказать, что разность четырехзначного числа и числа записанного теми же цифрами, но в обратном порядке, не может равняться 2003.


 **Найти все такие натуральные числа, которые увеличиваютс в 9 раз, если между цифрой единиц и цифрой десятков вставить нуль.





**Для каких целых чисел х, у и z выполняется равенство


 � QUOTE � ���








Карточка №15. Задачи на нахождение исходных чисел


*Сумма цифр трехзначного числа равна 11, а сумма квадратов цифр этого числа равна 45. Если трехзначное число записать в обратном порядке,  то оно будет меньше первоначального на 198. Найти исходное трехзначное число.


*К данному трехзначному числу слева приписали цифру 5 и из полученного четырехзначного числа вычли 3032. Получилась разность, которая больше трехзначного числа в 9 раз. Найти данное трехзначное число. 


Найти все такие натуральные числа, которые увеличиваются в 9 раз, если между цифрой единиц и цифрой десятков вставить нуль.











Карточка №16. Решить уравнения и неравенства





*� QUOTE � ���


**� QUOTE � ���


**Найти число решений уравнения � QUOTE � ���в зависимости от значений параметра  a.


*Найти все целые решения уравнения   � QUOTE � ���


**� QUOTE � ���.


*� QUOTE � ���


*� QUOTE � ���.


*� QUOTE � ���











Карточка №17. Решить уравнения





**� QUOTE � ���


* �


*� QUOTE � ���


 **� QUOTE � ���


*� QUOTE � ���











Карточка №18. Решить уравнения





*� QUOTE � ��� � QUOTE � ���


*Решить для всех значений параметра а уравнение:   � QUOTE � ���.


*Сколько отрицательных корней имеет уравнение: 


 � QUOTE � ���?


**� QUOTE � ���











Карточка №19. Решить уравнения





**� QUOTE � ���


2. **� QUOTE � ���


3. *� QUOTE � ���


4. **� QUOTE � ��� = 81


5. *Решить в целых числах уравнение:   � QUOTE � ���











Карточка №20. Разные задачи


*Расстояние от некоторой точки плоскости до трех вершин прямоугольника равны: 3, 5  и 4. Найти площадь прямоугольника.


*Чему равно выражение  


         � QUOTE � ���, при а = 73.


**Вычислить:   � QUOTE � ���


*Сравните дроби:   � QUOTE � ���


**Вычислить кубический корень: 


  � QUOTE � ���











Карточка №21. Разные задачи


 *Разложить на 4 множителя:   � QUOTE � ���


**Освободиться от иррациональности в знаменателе   � QUOTE � ���.


* Человек пил кофе следующим образом: сначала он наливал полную чашку кофе, выпивал некоторую ее часть, затем доверху наливал молоко, выпивал часть смеси, снова наливал молоко доверху и так  далее. Каждый раз он выпивал вдвое меньше предыдущего, кроме последнего раза, когда он выпил чашку до дна. Чего он выпил больше  –  кофе или молока?


C3.  Решите уравнение  � QUOTE � ���  где  � QUOTE � ��� – параметр.











�





�





�





Логические задачи – это своеобразная "гимнастика для ума", средство для утоления естественной для каждого мыслящего человека потребности испытывать и упражнять силу собственного разума.





�





В  магазине работали Алексеев, Белкин, Волков, Гусе и Демин. Один из них был директором, второй – товароведом, третий – кассиром, четвертый – бухгалтером, пятый – продавцом. По вечерам занимались спортом. Двое из них посещали одну секцию, остальные трое – другую. Кассир ходил в ту же секцию, в которой занимался директор, а Волков – в другую. Алексеев и Белкин ходили в одну и ту же секцию. Алексеев и Белкин недолюбливали друг друга и поэтому посещали разные секции. У Волкова и Гусева секция была общая. Гусев очень расстроился, когда директор ему сказал, что бухгалтер собирается перейти в секцию, в которой занимается кассир. По выходным дням директор и Белкин загорали на пляже и занимались плаванием. После тренировок Волков и бухгалтер обычно заходили в гости к товароведу. Кто есть кто?     








В купе едут 6 пассажиров, живущих  в  разных городах: Москве, Петербурге, Минске, Киеве, Харькове   и  Одессе. Их фамилии: Андреев, Борисов, Васильев, Григорьев, Дмитриев  и  Елисеев. При  посадке Васильев помогал  одесситу  грузить  багаж. В дороге  выяснилось, что Андреев и москвич – врачи, Дмитриев и петербуржец – учителя, Васильев и минчане – инженеры. Борисов и Елисеев – военные, а минчанин никогда не служил в армии. Андреев и харьковчанин сошли в Киеве, а Васильев поехал дальше. Врач Елисеев вел спор о пользе нового лекарства с петербуржцем. Кто где жил и кто кем был?  












































Одной из самых больших почестей, которых удостоились русские математики, была премия Бордена Парижской академии наук.


В 1888 г. ее вручили Софье Васильевне Ковалевской.








На медали выгравированы только фамилия лауреата и год присуждения премии. Там нет никакого упоминания о Филдсе. И, тем не менее, и премию, и медаль называют его именем.
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