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Пояснительная записка
Математика и, тесно связанная с ней информатика, в наши дни проникают во все сферы общественной жизни.

Овладение практически любой современной профессией требует тех или иных знаний по данным предметам. Изучение информатики и математики способствует эстетическому воспитанию человека, пониманию красоты и изяществу математических рассуждений, формированию общей культуры человека.
Возникновение интереса к математике и информатике у значительного числа обучающихся зависит в большей степени от методики преподавания данных предметов.  

Актуальность предлагаемого пособия  в том, что, решая нестандартные своеобразные математические задачи, обучающиеся испытывают радость приобщения к творческому мышлению, интуитивно ощущают красоту и величие математики, сознают всю нелепость широко распространенного, но, тем не менее, глубоко ошибочного представления о ней, как о чем-то унылом и застывшем («Разве в математике не все открыто?»), начинают понимать, почему математики, говоря о своей науке, нередко прибегают к эстетическим категориям («изящный результат», «красивое доказательство»).
 Методическое пособие «Системы счисления» рассчитано на 20 часов для учащихся НПО, а так же преподавателей математики и информатики.
Материал, рассматриваемый в данном пособии, своим содержанием может привлечь внимание учащих​ся, которым интересны математика и информатика и которым захочется глубже и основатель​нее познакомиться с  методами и идеями данных предметов (само​стоятельно или под руководством преподавателя).   
При знакомстве с материалами пособия обучающиеся 
имеют представление о:
1. истории возникновения чисел;

2. о том, как считали древние люди;

3. возникновение систем счисления;

4. о системах счисления в Древней Руси, Древней Греции, Древнем Риме, Древнем Вавилоне, а также Древней Индии и арабских странах.
знают:
1. виды систем счисления;
2. формулы перевода чисел из десятичной системы в двоичную, пятеричную, восьмеричную и другие.

умеют:

1. пользоваться различными справочными материалами;

2. переводить числа из десятичной записи в запись других систем счисления.

 В соответствии с этим данная  программа имеет цели: 
1. Овладение конкретными математическими знаниями,       необходимыми для применения в  практической деятельности, для продолжения образования. 
2. Интеллектуальное развитие учащихся, повышение уровня их математической и информационной  культуры, формирование качеств мышления, необходимых для продуктивной жизни в обществе.
3. Развитие и возбуждение стремления учащихся к самостоятельному пополнению пробелов подготовки по информатике и математике.
Для достижения поставленных целей необходимо решить следующие 

задачи:
1. Помочь обучающимся  развить математическое мышление.

2. Пробудить в них наблюдательность, уметь логически мыслить.
3. Пробудить веру в свои силы и драгоценную способность к восприятию прекрасного.
4. Формировать у обучающихся навыки умственного труда.
5. Учить решать более трудные и нестандартные задачи и этим расширить множество стандартных задач.  
   Итак, данный материал имеет прикладное и обще​образовательное значение, способствует разви​тию логического мышления обучающихся, намечает и использует целый ряд межпредметных связей (прежде всего с историей). Традиционные формы организации занятий: лекция и семинар, безус​ловно, будут применяться, но на первое место выйдут такие организационные формы, как дис​куссия, диспут, выступления с докладами (в час​тности, с отчетными докладами по результатам написания рефератов или выполнения индиви​дуального домашнего задания) или с содоклада​ми, дополняющими лекционные выступления учителя или ученика. Возможны и разные фор​мы индивидуальной или групповой деятельно​сти учащихся, например, коллективная работа, отчетные доклады по результатам «поисковой» работы на страницах книг и жур​налов, включая (по возможности) зарубежные, и сайтов в Интернете, тем более что целый ряд разделов курса, безусловно, позволяет выде​лить темы для индивидуальной и коллективной исследовательской работы учащихся.

Тематический план

	№п/п
	Наименование разделов и тем
	Количество часов

	1
	История возникновения чисел
	3

	2
	Непозиционные системы счисления
	2

	3
	Позиционные системы счисления
	5

	4
	Перевод целых чисел из десятичной системы счисления в другие
	6

	5
	Практическая работа
	3

	6
	Итоговая работа
	1

	
	Итого 
	20


 1. История возникновения чисел
С небольшими числами иметь дело очень просто: наборы из трех-четырех предметов легко узнать «в лицо», так что считать их нет необходимости. Но как, к примеру, выяснить, не потерялась ли овца из большого стада? Здесь уже не обойтись без подсчета. Чтобы пересчитать стадо, проще всего использовать камешки: один камешек - один объект, в данном случае овца.
Считать при помощи камешков удобно и просто, если объектов немного. С большими числами уже сложнее: и нужного количества камешков можно не набрать, и поднять такой мешок не каждому под силу. В некоторых сообществах для счета использовались пальцы рук и ног, но все равно оставалась проблема с числами больше 20.

Некоторые первобытные племена подсчитывали количество предметов, сопоставляя им различные части тела, главным образом пальцы рук и ног. Наскальный рисунок, сохранившийся до наших времен от каменного века, изображает число 35 в виде серии выстроенных в ряд 35 палочек-пальцев.

Значение цифр и чисел в нашей жизни трудно переоценить. Биологи утверждают, что в составе человеческого мозга есть структуры (кора левого полушария у правшей), отвечающие за формирование устной и письменной речи. Таких структур нет ни у одного другого животного. Благодаря им человек может писать, читать, говорить, произносить разнообразные звуки. Именно из-за такого сложного строения головного мозга человек смог в первый раз произнести слово, написать букву. Теперь мы не можем себе представить жизни без алфавита и слов. 

В математике таким алфавитом являются цифры, а словами - числа. Есть много общего: своеобразными языками в математике являются системы счисления. В таких алфавитах буквы - цифры. Чаще всего математический язык легче языка лингвистического, прежде всего объемом информации, которую несет один символ. 

Изобретение десятичной системы счисления относится к главным достижениям человеческой мысли. Без нее вряд ли могла существовать, а тем более возникнуть современная техника и наука вообще.

Интуитивное представление о числе, по-видимому, так же старо, как и само человечество, хотя с достоверностью проследить все ранние этапы его развития в принципе невозможно. Прежде чем человек научился считать или придумал слова для обозначения чисел, он, несомненно, владел наглядным, интуитивным представлением о числе, позволявшим ему различать одного человека и двух людей или двух и многих людей. То, что первобытные люди сначала знали только «один», «два» и «много», подтверждается тем, что в некоторых языках, например в греческом, существуют три грамматические формы: единственного числа, двойственного числа и множественного числа. Позднее человек научился делать различия между двумя и тремя деревьями и между тремя и четырьмя людьми. Счет изначально был связан с вполне конкретным набором объектов, и самые первые названия чисел были прилагательными. Например, слово «три» использовалось только в сочетаниях «три дерева» или «три человека»; представление о том, что эти множества имеют между собой нечто общее – понятие троичности – требует высокой степени абстракции. О том, что счет возник раньше появления этого уровня абстракции, свидетельствует тот факт, что слова «один» и «первый», равно как «два» и «второй», во многих языках не имеют между собой ничего общего, в то время как лежащие за пределами первобытного счета «один», указывают на взаимосвязь между количественными и порядковыми числительными. 

Названия чисел, выражающие весьма абстрактные идеи, появились, несомненно, позже, чем первые грубые символы для обозначения числа объектов в некоторой совокупности. В глубокой древности примитивные числовые записи делались в виде зарубок на палке, узлов на веревке, выложенных в ряд камешков, причем подразумевалось, что между пересчитываемыми элементами множества и символами числовой записи существует взаимно однозначное соответствие. Но для чтения таких числовых записей названия чисел непосредственно не использовались. Ныне мы с первого взгляда распознаем совокупности из двух, трех и четырех элементов; несколько труднее распознаются на взгляд наборы, состоящие из пяти, шести или семи элементов. А за этой границей установить на глаз их число практически уже невозможно, и нужен анализ либо в форме счета, либо в определенном структурировании элементов. 

Важная особенность счета заключается в связи названий чисел с определенной схемой счета. Например, слово «двадцать три» – не просто термин, означающий вполне определенную (по числу элементов) группу объектов; это термин составной, означающий «два раза по десять и три». Здесь отчетливо видна роль числа десять как коллективной единицы или основания; и действительно, многие считают десятками, потому что, как отметил еще Аристотель, у нас по десять пальцев на руках и на ногах. 

Считать человек начал задолго до того, как он научился писать, поэтому не сохранилось никаких письменных документов, свидетельствовавших о тех словах, которыми в древности обозначали числа. Для кочевых племен характерны устные названия чисел, что же касается письменных, то необходимость в них появилась лишь с переходом к оседлому образу жизни, образованием земледельческих сообществ. Возникла и необходимость в системе записи чисел, и именно тогда было заложено основание для развития математики, а именно возникновение десятичной системы счисления.

Однако не во все времена и не везде люди пользовались десятичной системой счисления. С точки зрения чисто математической, она не имеет специальных преимуществ перед другими возможными системами счисления, и своим повсеместным распространением эта система обязана вовсе не общим законам математики, а причинам совсем иного характера.
 О свойствах, истории возникновения и применения различных систем счисления мы сегодня и поговорим.
1.1. Арифметика каменного века
Сначала люди научились узнавать число предметов или животных, делая особые зарубки на счетных палочках, вести счет.
Мысль о счете пришла людям в голову раньше, чем появились цифры. Люди могли сообщить друг другу, что в одном стаде животных больше чем в другом, а вот, сколько именно – сосчитать не умели.
Древние люди не умели считать. Никто не знает, как впервые появилось число, как первобытный человек начал считать. Однако десятки тысяч лет назад первобытный человек собирал плоды деревьев, ходил на охоту, ловил рыбу, научился делать каменные топор и нож. И ему приходилось считать различные предметы, с которыми он встречался в повседневной жизни. Постепенно возникла необходимость отвечать на жизненно важные вопросы: по сколько плодов достанется каждому, чтобы хватило всем; сколько расходовать сегодня, чтобы оставить про запас; сколько нужно сделать ножей и т.п. Таким образом, сам не замечая, человек начал считать и вычислять.
Несколько десятков лет назад ученые-археологи обнаружили стойбище древних людей. В нем они нашли волчью кость, на которой 30 тысяч лет тому назад какой-то древний охотник нанес 55 зарубок. Видно, что, делая эти зарубки, он считал по пальцам. Узор на кости состоял из 11 групп, по 5 зарубок в каждой. При этом первые 5 групп он отделил от остальных длинной чертой. Позднее в Сибири и других были найдены сделанные в ту далекую эпоху каменного века (каменные орудия) и украшения, на которых тоже были черточки и точки, сгруппированные по 3, по 5или по 7.                                                                                           
Много тысячелетий прошло с того времени. Но и сейчас швейцарские крестьяне, отправляя молоко на сыроварни, отмечают число фляг такими же зарубками. До сих пор в русском языке сохранилось слово «бирка». Теперь так называют дощечку с номером или надписью, которую привязывают к кулям с товаром, ящикам и тюкам и т.д. А еще двести –триста лет назад это слово означало совсем иное. Так называли куски дерева, на которых зарубками отмечали сумму долга и подати. Бирку с зарубками раскладывали пополам, после чего одна половинка оставалась у должника, а другая у сборщика податей. При счёте половинки складывали вместе, и это позволяло определить сумму долга или подати без спора и сложных вычислениях.

1.2. Числа начинают получать имена
Древние люди могли представить себе такие числа как один, два, три. Все другие числа они означали понятием «Много». Именно так считают и сейчас некоторые племена, живущие в джунглях Южной Америки.
Ещё недавно существовали племена, в языке которых были названия только двух чисел: «один» и «два». Туземцы островов, расположенных в Торресовом проливе, знали два числа: «урапун» - один, «окоза» - два и умели считать до шести. Островитяне считали так: «окоза-урапун» - три, «окоза-окоза» - четыре, «окоза-окоза-урапун» - пять, «окоза-окоза-окоза» - шесть. О числах, начиная с 7, туземцы говорили «много», «множество». Наши предки, наверняка, тоже начинали с этого. В старинных пословицах и поговорках как, например, «Семеро одного не ждут», «Семь бед – один ответ», «У семи нянек дитя без глазу», «Один с сошкой, семеро с ложкой» 7 тоже означало «много».
В древние времена, когда человек хотел показать, сколькими животными он владел, он клал в большой мешок столько камешков, сколько у него было животных. Чем больше животных, тем больше камешков. Отсюда и произошло слово «калькулятор», «калькулюс» по латински означает «камень».
Сначала считали на пальцах. Когда пальцы на одной руке кончались, переходили на другую, а если на двух руках не хватало, переходили на ноги. Поэтому, если в те времена кто-то хвалился, что у него «две руки и одна нога кур», это означало, что у него пятнадцать кур, а если это называлось «весь человек», то есть две руки и две ноги.

Перуанские инки вели счет животных и урожая, завязывая узелки на ремешках или шнурках разной длины и цвета. Эти узелки назывались кипу. У некоторых богатеев скапливалось по несколько метров этой веревочной «счетной книги», попробуй, вспомни через год, что означают 4 узелочка  на  шнурочке! Поэтому того, кто завязывал узелки, называли вспоминателем.
Первыми придумали запись чисел древние шумеры. Они пользовались всего двумя цифрами. Вертикальная чёрточка обозначала одну единицу, а угол из двух лежачих чёрточек – десять. Эти чёрточки у них получались в виде клиньев, потому что они писали острой палочкой на сырых глиняных дощечках, которые потом сушили и обжигали.
После счета по зарубкам люди изобрели особые символы, названные цифрами. Они стали применяться для обозначения различных количеств каких-либо предметов. Разные цивилизации создавали свои собственные цифры. 
Так, например, в древней египетской нумерации, зародившейся более 5000 лет назад, существовали особые знаки (иероглифы) для записи чисел 1, 10, 100, 1000, … 
Для  того чтобы изобразить, например, целое число 23145, достаточно записать в ряд два иероглифа, изображающие десять тысяч, затем три иероглифа для тысячи, один – для ста, четыре – для десяти и пять иероглифов для единицы.
Этого одного примера достаточно, чтобы научиться записывать числа так, как их изображали древние египтяне. Это система очень проста и примитивна.

 Похожим образом обозначали числа на острове Крит, расположенном в Средиземном море. В критской письменности единицы обозначались вертикальной чёрточкой |, десятки – горизонтальной - , сотни – кружком ◦, тысячи – знаком ¤.

 Народы (вавилоняне, ассирийцы, шумеры), жившие в Междуречье Тигра и Евфрата в период от II тысячелетия до н.э. до начала нашей эры, сначала обозначали числа с помощью кругов и полукругов различной величины, но затем стали использовать только два клинописных знака – прямой клин ( (1) и лежащий клин  ( (10). Эти народы использовали шестидесятеричную систему счисления, например число 23 изображали так:  (  ( (((       Число 60 снова обозначалось знаком (, например число 92 записывали так:   ((((((
 В начале нашей эры индейцы племени майя, которые жили на полуострове Юкатан в Центральной Америке, пользовались другой системой счисления – двадцатеричной. Они обозначали 1 точкой, а 5 – горизонтальной чертой. В системе счисления майя был и знак для нуля. По своей форме он напоминал полузакрытый глаз.

Древние индийцы изобрели для каждой цифры свой знак.

Однако Индия была оторвана от других стран, - на пути лежали тысячи километров расстояния и высокие горы. Арабы были первыми «чужими», которые заимствовали цифры у индийцев и привезли их в Европу. Чуть позже арабы упростили эти значки .

Они похожи на многие наши цифры. Слово «цифра» тоже досталось нам от арабов по наследству. Арабы нуль, или «пусто», называли «сифра». С тех пор и появилось слово «цифра». Правда, сейчас цифрами называются все десять значков для записи  чисел,  которыми мы пользуемся: 0, 1, 2,3,4,5,6,7,8,9.

2. СИСТЕМЫ СЧИСЛЕНИЯ
2.1. Виды систем счисления

Тема «Системы счисления» имеет прямое отношение к математике, однако  она в школьном курсе математики, как правило, не изучается. Данную тему изучают на уроках информатики, когда знакомятся с основными понятиями представления информации. Но о системах счисления можно также говорить и на внеклассных занятиях по математике или математических кружках.
По определению автора учебника информатики А.Г.Гейна «Система счисления – это способ записи чисел с помощью заданного набора специальных знаков (цифр) и способов допустимых операций над ними. ВПо данным другого источника «Система счисления - способ изображения чисел и соответствующие ему правила действия над числами». Существует еще несколько определений понятия «Система счисления», но все они в разной форме выражают одну мысль.
В современном мире наиболее распространены представление чисел в любой системе счисления арабские цифры 0,1,2,3.,4,5,6,7,8,9 и специальных знаков, используемых для записи цифр. Системы счисления различаются выбором базисных символов (цифр) и правилами образования из них остальных чисел. Все существующие системы разделяют на две большие группы: позиционные и непозиционные.
Непозиционной называется такая система счисления, в которой значение цифры не зависит от ее положения в ряду цифр, изображающих число. 
Позиционной называется такая система счисления, в которой значение цифры зависит от ее положения в ряду цифр, изображающих число, т. е. веса. В десятичной системе счисления вес каждой последующей цифры в 10 раз больше веса предыдущей. Например, цифра 2 в числе 1235 имеет значение 200, так как она расположена в третьей справа позиции числа.
2.2. Непозиционные системы счисления
2.2.1. Цифры русского  народа

 Наши предки пользовались алфавитной нумерацией, то есть числа изображались буквами, над которыми ставился значок ~, называемый «титло». Чтобы отделить такие буквы – числа от текста, спереди и сзади ставились точки.
 Этот способ обозначения цифр называется цифирью. Он был заимствован славянами от средневековых греков – византийцев. Поэтому цифры обозначались только теми буквами, для которых есть соответствия в греческом алфавите.
 Для обозначения больших чисел славяне придумали свой оригинальный способ: 
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Десять тысяч – тьма, 
 десять тем – легион,
десять легионов – леорд,

 десять леордов – ворон,                                                                    десять воронов – колода.

Такой способ обозначения чисел по сравнению  с принятой в Европе десятичной системой был очень неудобен. Поэтому Пётр ( ввёл в России привычные для нас десять цифр, отменив буквенную цифирь.

2.2.2. Египет

     Наше знание древнеегипетской математики основано главным образом на двух папирусах, датируемых примерно 1700 до н.э. Излагаемые в этих папирусах математические сведения восходят к еще более раннему периоду – ок. 3500 до н.э. Египтяне использовали математику, чтобы вычислять вес тел, площади посевов и объемы зернохранилищ, размеры податей и количество камней, требуемое для возведения тех или иных сооружений. В папирусах можно найти также задачи, связанные с определением количества зерна, необходимого для приготовления заданного числа кружек пива, а также более сложные задачи, связанные с различием в сортах зерна; для этих случаев вычислялись переводные коэффициенты. 

Древнеегипетская письменность основывалась на иероглифах. Система счисления того периода также уступала вавилонской. Египтяне пользовались непозиционной десятичной системой, в которой числа от 1 до 9 обозначались соответствующим числом вертикальных черточек, а для последовательных степеней числа 10 вводились индивидуальные символы. Последовательно комбинируя эти символы, можно было записать любое число. С появлением папируса возникло так называемое иератическое письмо-скоропись, способствовавшее, в свою очередь, появлению новой числовой системы. Для каждого из чисел от 1 до 9 и для каждого из первых девяти кратных чисел 10, 100 и т.д. использовался специальный опознавательный символ. Дроби записывались в виде суммы дробей с числителем, равным единице. С такими дробями египтяне производили все четыре арифметические операции, но процедура таких вычислений оставалась очень громоздкой. 

2.2.3. Древняя Греция
В Древней Греции имели хождение две основные системы счисления – аттическая (или геродианова) и ионическая (она же александрийская или алфавитная). Аттическая система счисления использовалась греками, по-видимому, уже к 5 в. до н.э. По существу это была десятичная система (хотя в ней также было выделено и число пять), а аттические обозначения чисел использовали повторы коллективных символов. Так как система была десятичной, грекам потребовались новые символы для каждой новой степени числа 10: символ H означал 100 (гекатон), X – 1000 (хилиои), символ M – 10000 (мириои или мириада). 

 Вторая, принятая в Древней Греции, ионическая система счисления – алфавитная – получила широкое распространение в начале Александрийской эпохи, хотя возникнуть она могла несколькими столетиями раньше, по всей видимости, уже у пифагорейцев. Эта более тонкая система счисления была чисто десятичной, и числа в ней обозначались примерно так же, как в древнеегипетской иератической системе. Используя двадцать четыре буквы греческого алфавита и, кроме того, еще три архаических знака, ионическая система сопоставила девять букв первым девяти числам; другие девять букв – первым девяти целым кратным числа десять; и последние девять символов – первым девяти целым кратным числа 100. Для обозначения первых девяти целых кратных числа 1000 греки частично воспользовались древневавилонским принципом позиционности, снова, использовав первые девять букв греческого алфавита, снабдив их штрихами слева.                                          Чтобы отличить числа от слов, греки над соответствующей буквой ставили горизонтальную черту. Первоначально числа обозначались прописными буквами, но позднее сменились на строчные. 

 Ионическая система первоначально не сильно потеснила уже установившуюся аттическую или акрофоническую (по начальным буквам слов, означавших числительные) системы исчисления. По-видимому, официально она была принята в Александрии во времена правления Птолемея Филадельфийского и в последующие годы распространилась оттуда по всему греческому миру, включая Аттику. Переход к ионической системе счисления произошел в золотой век древнегреческой математики и, в частности, при жизни двух величайших математиков античности. Есть нечто большее, чем просто совпадение, в том, что именно тогда Архимед и Аполлоний работали над усовершенствованием системы обозначения больших чисел. Архимед, придумавший схему октад (эквивалентную современному использованию показателей степени числа 10) гордо заявлял в своем сочинении «Псаммит» («Исчисление песчинок»), что может численно выразить количество песчинок, необходимых для того, чтобы заполнить всю известную тогда Вселенную. Изобретенная им система обозначения чисел включала число, которое ныне можно было бы записать в виде единицы, за которой следовало бы восемьдесят тысяч миллионов цифр. 
С помощью простого введения диакритических знаков наподобие тех, которые греки применяли для обозначения тысяч, алфавитное обозначение целых чисел можно было бы легко приспособить для обозначения десятичных дробей, но этой возможностью они не воспользовались. Вместо этого для обозначения дробей греки использовали приемы древних египтян и вавилонян. Египетское влияние в Греции было достаточно сильным, чтобы навязать грекам употребление лишь аликвотных дробей, однако большие вычислительные удобства системы счисления вавилонян побудили живших позднее александрийских астрономов перейти к использованию шестидесятеричных дробей. Переняв систему счисления Древнего Вавилона, греки заменили месопотамскую клинопись своими буквенными обозначениями. В более поздний период в вавилонской шестидесятеричной системе имелся специальный символ для обозначения «пустой» позиции, и греческие астрономы ввели для этой цели букву омикрон. Неясно, был ли такой выбор подсказан тем, что с этой буквы начиналось слово оуден (ничто). Сходство греческой буквы О с современным обозначением нуля может быть чем-то большим, чем случайное совпадение, но у нас нет точных данных, позволяющих утверждать это со всей определенностью. 

2.2.4. Древний Рим
Римские обозначения чисел сейчас известны лучше, чем любая другая древняя система счисления. Объясняется это не столько какими-то особыми достоинствами римской системы, сколько тем огромным влиянием, которым пользовалась Римская империя в сравнительно недавнем прошлом.
Для обозначения чисел 1, 5, 10, 50, 100, 500 и 1000 в римской системе счисления используются заглавные латинские буквы I, V, X, L, C, D и M соответственно. Данное соответствие не случайно.

Сначала  для обозначения чисел использовались только буквы  I, X, С и М. Важно заметить, что каждую из них можно представить в виде одной или нескольких палочек:

[image: image186.png]


[image: image187.jpg]


[image: image188.jpg]


[image: image189.jpg]


I –   ; X –     ; C –        ; M –       .

Так буква I состоит из одной палочки, X – из двух, C – из трёх, M – из четырёх. Каждая из этих букв была образована из предыдущей путем добав​ления одной черты, перекрещивающей знак и обозначающей удесятерение («декуссатио», — означает и удесятерение и перекрещивание).

Буква X, обозначающая число 10, представляла собой наглядное изображение двух человеческих ладоней, расположенных крест-накрест относительно друг друга. Латинская буква V выглядела как половина X и символизировала одну человеческую ладонь, и поэтому римляне присвоили ей значение числа 5. По аналогичному принципу для обозначения 50 использовалась буква L.
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 Для обозначения тысячи не всегда использовалась буква M, ранее вместо неё использовался знак [image: image2.png]


, потому-то буква D, являющаяся половиной [image: image3.png]


, и стала обозначать число 500. 

В итоге получилась всем известная римская (латинская) нумерация:

	   I   
	   V   
	   X   
	   L   
	   C   
	   D   
	   M   

	   1   
	   5   
	   10   
	   50   
	   100   
	   500   
	 1000  


Чтобы записать составное число, римляне разлагали его на сумму основных также, как это делали египтяне. Римская система счисления была пятеричной (то есть в качестве основания использовалась цифра 5), так что римская запись числа была короче египетской (пока, конечно, египетская нумерация не стала иератической), так как египетская запись чисел ограничивалась лишь комбинацией степеней 10.

Для записи промежуточных чисел римляне использовали не только сложение, но и вычитание. При этом применялось следующее правило: каждый меньший числовой знак, поставленный справа от большего, прибавляется к его значению, а каждый меньший числовой знак, поставленный слева от большего, вычитается из него. Например, IX — обозначает 9, XI — обозначает 11.

Известно, что математика в Древнем Риме развивалась не только за счёт знаний самих римлян, но и за счёт других народов, заселявших Апеннинский полуостров, и прежде всего этрусков.

Это подтверждает сравнение числовых знаков этрусков и древнейших римлян.

Нумерации римлян и этрусков были сильно схожи между собой. Вероятно, римляне заимствовали у этрусков некоторые элементы их системы счисления.

Этруски писали: 5 = [image: image4.png]


 или [image: image5.png]


; 10 = [image: image6.png]
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; 50 = [image: image8.png]
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; 100 = [image: image10.png]


; 1000 = [image: image11.png]


, а римляне: 5 = [image: image12.png]


; 10 = [image: image13.png]


; 50 = [image: image14.png]
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; 100 = [image: image19.png]


; 1000 = [image: image20.png]


.

Сходство между этрусской и древнеримской записью чисел не ограничивается только формой знаков, а рас​пространяется на сам принцип образования сложных чисел из основных. Это принцип вычитания. Римляне писали 4 = IV, 8 = IIX, 9 = IX, 40 = ХL, 90 = ХС, 400 = CD так же как и этруски, с той только лишь разницей, что последние, поскольку у них направление всего письма было обратное, ставили вычитаемый знак не слева, а справа от основного знака. Кроме того, этруски применяли вычитание гораздо чаще, чем рим​ляне. Следует также отметить, что как этруски, так и римляне применяли принцип вычитания только при записи чисел, но не в языке, за исключением числительных, в которых один или два вычитается из 20, 30 и т. д. до 100, например, 18 = «дуодевигинти» (два из двадцати), или 99 = «ундецентум» (один из ста).

Для обозначения больших чисел римляне ставили над числовыми знаками различные символы; горизонтальный штрих обозначал увеличение в 1000 раз, например,[image: image21.png]XXX



 = 30000.

Для дробей у римлян существовала двенадцатеричная система обозначения, причем каждая дробь от [image: image23.png]
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 имела свой знак и свое название. Таким образом, римляне говорили и писали, например, не [image: image27.png]


, а «полторы двенадцатых». Происхождение этой системы неизвестно.

Для облегчения действий с большими числами и дробями существовали счетные таблицы, сохранявшиеся на протяжении всего средневековья.

Наиболее древним способом счета римлян был счет на пальцах, начинающийся с левой руки и переходящий к правой. При этом каждому из пальцев придавалось значение в зависимости от положения.

Также в Риме широко использовался счет на абаке, часто доске, покрытой пылью или песком, на которой проводили черточки, разделяющие ее на столбцы, и клали камешки «калькули», откуда и произошло слово «калькуляция». Счет на абаке производился передвижением камешков или штифтиков и не представлял трудностей для сложения и вычитания. Для умножения и деления приходилось промежуточные результаты отмечать отдельно.

Римская нумерация преобладала в Италии до XIII века, а в других странах Западной Европы - до XVI века.

С римской системой счисления мы достаточно часто сталкиваемся в повседневной жизни. Это номера глав в книгах, указание века, числа на циферблате часов, и т. д.

Несмотря на то, что римская система счисления имела большую популярность в Западной Европе, она была громоздкой и неудобной, так как совершенно не годилась для сложных вычислений.

2.3. Позиционные системы счисления

2.3.1. Древний Вавилон
Особый интерес представляет так называемая «вавилонская», или шестидесятеричная, система счисления, весьма сложная система, существовавшая в Древнем Вавилоне. 
Источником наших знаний о вавилонской цивилизации служат хорошо сохранившиеся глиняные таблички, покрытые т.н. клинописными текстами, которые датируются от 4000 до н.э. и до 300 н.э. Математика на клинописных табличках в основном была связана с ведением хозяйства.  Арифметика и нехитрая алгебра использовались при обмене денег и расчетах за товары, вычислении простых и сложных процентов, налогов и доли урожая, сдаваемой в пользу государства, храма или землевладельца. Многочисленные арифметические и геометрические задачи возникали в связи со строительством каналов, зернохранилищ и другими общественными работами. Очень важной задачей математики был расчет календаря, поскольку календарь использовался для определения сроков сельскохозяйственных работ и религиозных праздников. 
Вавилоняне создали и систему счисления, использовавшую для чисел от 1 до 59 основание 10. Символ, обозначавший единицу, повторялся нужное количество раз для чисел от 1 до 9. Для обозначения чисел от 11 до 59 вавилоняне использовали комбинацию символа числа 10 и символа единицы. Для обозначения чисел начиная с 60 и больше вавилоняне ввели позиционную систему счисления с основанием 60. Поэтому вавилонская система счисления получила название шестидесятеричной. Для определения значения числа надо было изображение числа разбить на разряды справа налево. Чередование групп одинаковых знаков («цифр») соответствовало чередованию разрядов: Значение числа определяли по значениям составляющие его «цифр», но с учетом того, что «цифры» в каждом последующем разряде значили в 60 раз больше тех же «цифр» в предыдущем разряде. Но в конце числа этот символ обычно не ставился, то есть этот символ не был нулем в нашем понимании. 
Существенным продвижением стал позиционный принцип, согласно которому один и тот же числовой знак (символ) имеет различные значения в зависимости от того места, где он расположен. Примером могут служить значения шестерки в записи (современной) числа 606. Однако нуль в системе счисления древних вавилонян отсутствовал, из-за чего один и тот же набор символов мог означать и число 65 (60 + 5), и число 605 (602 + 0 + 5). Возникали неоднозначности и в трактовке дробей. Например, одни и те же символы могли означать и число 21, и дробь 21/60 и (20/60 + 1/602). Неоднозначность разрешалась в зависимости от конкретного контекста. В целом шестидесятеричная система счисления громоздка и неудобна. 
Шестидесятеричная вавилонская система — первая известная нам система счисления, основанная на позиционном принципе. Система вавилонян сыграла большую роль в развитии математики и астрономии, ее следы сохранились до наших дней. Так, мы до сих пор делим час на 60 минут, а минуту на 60 секунд. Точно так же, следуя примеру вавилонян, окружность мы делим на 360 частей (градусов).
2.3.2. Индия и арабы

    Наша современная система счисления, основанная на позиционном принципе записи чисел и нуля как кардинального числа и использовании обозначения пустого разряда, называется индо-арабской. На стене храма, построенного в Индии ок. 250 до н.э., обнаружено несколько цифр, напоминающих по своим очертаниям наши современные.     
Индийские математики не занимались доказательствами, но они ввели оригинальные понятия и ряд эффективных методов. Именно они впервые ввели нуль и как кардинальное число, и как символ отсутствия единиц в соответствующем разряде. Махавира (850 г. н.э.) установил правила операций с нулем, полагая, однако, что деление числа на нуль оставляет число неизменным. Правильный ответ для случая деления числа на нуль был дан Бхаскарой (р. в 1114 г. ), ему же принадлежат правила действий над иррациональными числами. Индийцы ввели понятие отрицательных чисел (для обозначения долгов). Самое раннее их использование мы находим у Брахмагупты (ок. 630 г.). Ариабхата (р. в 476 г.) пошел дальше Диофанта в использовании непрерывных дробей при решении неопределенных уравнений. 

2.3.3. Десятичная система счисления

Наиболее распространенными в настоящие время  позиционными  счисления являются десятичная, двоичная, восьмеричная и шестнадцатеричная. Каждая позиционная система имеет определенный алфавит цифр и основание. 
Десятичная система счисления  имеет алфавит цифр, который состоит из десяти всем известных, так называемых арабских цифр и основание равное 10, двоичная – две цифры и основание 2, восьмеричная – восемь цифр и основание 8, шестнадцатеричная – шестнадцать цифр (в качестве цифр используются буквы латинского алфавита) и основание 16.

Десятичная система пришла в Европу из Индии, где она появилась не позднее VI века н.э. В этой системе 10 цифр: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, но информацию несет не только цифра, но и место, на котором цифра стоит (то есть ее позиция). В десятичной системе счисления особую роль играют число 10 и его степени: 10, 100, 1000 и т.д. Самая правая цифра числа показывает число единиц, вторая справа - число десятков, следующая - число сотен и т.д. 
Рассмотрим в качестве примера десятичное число 555. Цифра 5 встречается трижды, причем самая правая цифра 5 обозначает  пять единиц,  вторая справа – пять  десятков и, наконец, третья  справа – пять сотен.
Позиция  цифры в числе называется разрядом. Разряд числа возрастает справа налево, от младших разрядов  к  старшим. В десятичной системе цифра, находящаяся в крайней  справа  позиции (разряде),  обозначает количество  единиц, цифра, смещенная  на одну позицию влево, - количество десятков, еще левее-сотен, затем тысяч и так далее. Соответственно имеем разряд единиц, разряд десятков и так далее.
Число 555 записано в привычной  для нас свернутой форме. Мы настолько привыкли к такой форме записи, что уже не замечаем, как в уме умножаем цифры числа  на различные степени числа 10.
В развернутой форме записи  числа  такое  умножение записывается в явной  форме. Так, в развернутой форме запись числа  555 в десятичном  системе  будет выглядеть следующем образом:                                                                                                                                   

55510= 5*100 + 5*10 + 5*1

Как видно из примера, число в позиционный системе счисления записывается в виде суммы числового ряда степеней  основания, в качестве коэффициентов которых выступают цифры данного числа.
Для записи десятичных дробей используются отрицательные значения степеней основания. Например, число 555,55 в развернутой форме записываются следующем образом: 
555,5510=5*100+5*10+5*1+5*0,1+5*0,01
2.3.4. Двоичная система счисления 
Двоичная система счисления была придумана математиками и философами ещё до появления компьютеров (XVII — XIX вв.). Выдающийся математик Лейбниц говорил: "Вычисление с помощью двоек... является для науки основным и порождает новые открытия... При сведении чисел к простейшим началам, каковы 0 и 1, везде появляется чудесный порядок". Позже двоичная система была забыта, и только в 1936 — 1938 годах американский инженер и математик Клод Шеннон нашёл замечательные применения двоичной системы при конструировании электронных схем. 
В этой системе всего две цифры - 0 и 1. Особую роль здесь играет число 2 и его степени: 2, 4, 8 и т.д. Самая правая цифра числа показывает число единиц, следующая цифра - число двоек, следующая - число четверок и т.д. Двоичная система счисления позволяет закодировать любое натуральное число - представить его в виде последовательности нулей и единиц. В двоичном виде можно представлять не только числа, но и любую другую информацию: тексты, картинки, фильмы и аудиозаписи. Инженеров двоичное кодирование привлекает тем, что легко реализуется технически. В железе это может быть реализовано присутствием какого-либо физического явления или его отсутствием. Например: есть электрический заряд или его нет, есть напряжение или нет, есть ток или нет, есть сопротивление или нет, отражает свет или нет, намагничено или ненамагничено, есть дырка или нет и т.п. 
2.3.5. Восьмеричная система счисления

В этой системе счисления 8 цифр: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Цифра 1, указанная в самом младшем разряде, означает - как и в десятичном числе - просто единицу. 

Основание этой системы счисления равно восьми. Восьмеричную систему счисления можно рассматривать как более короткий вариант записи двоичных чисел, так как число восемь является степенью числа два. В этой системе счисления используется восемь цифр. Чтобы не выдумывать новых символов для обозначения цифр, в восьмеричной системе счисления были использованы символы десятичных цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 и 7. Для того чтобы не спутать систему счисления в записи числа используется индекс 8. Если же кроме восьмеричной формы записи чисел не предполагается использования никакой другой, то этот индекс можно опустить.
Число в этой системе счисления записывается как сумма единиц, восьмёрок, шестьдесят четвёрок и так далее. То есть веса соседних разрядов различаются в восемь раз. Точно также записываются и числа, меньшие единицы. В этом случае разряды числа будут называться как восьмые, шестьдесят четвёртые и так далее доли единицы.
Так как в формуле используются простые дроби, то возможен вариант, что точный перевод из одной формы представления в другую становится невозможным. В этом случае ограничиваются заданным количеством дробных разрядов.

2.3.6.Шестнадцатеричная система счисления

Как ясно из названия, основанием данной системы счисления является число 16. Следовательно, в данной системе счисления используется 16 цифр. Однако в десятичной системе использовали только 10 цифр. Поэтому возникла необходимость ввести новые цифры. В качестве этих цифр были выбраны латинские буквы A, B, C, D, E, F. То есть в 16-ричной системе счисления используют числа 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A, B, C, D, E, F. При этом A = 10, B = 11, C = 12, D = 13, E = 14, F = 15. Шестнадцатеричную систему счисления используют люди для упрощения записи больших чисел и работы с ними. 

Число в этой системе счисления записывается как сумма единиц, чисел шестнадцать, двести пятьдесят шесть и так далее. То есть веса соседних разрядов различаются в шестнадцать раз. Точно также записываются и числа, меньшие единицы. В этом случае разряды числа будут называться как шестнадцатые, двести пятьдесят шестые и так далее доли единицы.
3. Перевод целых чисел из десятичной системы счисления в другие
Так как при переводе целых чисел из десятичной системы счисления в другие появляются новые цифры, то приведём таблицу соответствия этих цифр десятичным значениям.

Таблица 1

Соответствия шестнадцатеричных цифр десятичным значениям 
	Десятичная
система
	Двоичная система
	Восьмеричная

система
	Шестнадцатеричная система

	0
	0
	0
	0

	1
	1
	1
	1

	2
	10
	2
	2

	3
	11
	3
	3

	4
	100
	4
	4

	5
	101
	5
	5

	6
	110
	6
	6

	7
	111
	7
	7

	8
	1000
	10
	8

	9
	1001
	11
	9

	10
	1010
	12
	A

	11
	1011
	13
	B

	12
	1100
	14
	C

	13
	1101
	15
	D

	14
	1110
	16
	E

	15
	1111
	17
	F

	16
	10000
	20
	10


Перевод из десятичной системы счисления в двоичную:

Для перевода десятичного числа в двоичную систему его необходимо последовательно делить на 2 до тех пор, пока не останется остаток, меньший или равный 1, а результат деления станет меньше 2. Число в двоичной системе записывается как последовательность последнего результата деления и остатков от деления в обратном порядке.

Пример: Число 2210 перевести в двоичную систему счисления.
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Перевод из двоичной системы счисления в десятичную:
Для перевода двоичного числа в десятичное необходимо его записать в виде многочлена, состоящего из произведений цифр числа умноженного на 2 со степенью. Степень расставляется с последнего числа 2 начиная с 0 и увеличивается на 1.
Пример: Число 111010002 перевести в десятичную систему счисления.
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При переводе удобно пользоваться таблицей степеней двойки.
Таблица 2
Степени числа 2

	n (степень)
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
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	1
	2
	4
	8
	16
	32
	64
	128
	256
	512
	1024


Примечание: Для закрепления материала выполни Задание № 1.
Перевод из десятичной системы счисления в восьмеричную:

Для перевода десятичного числа в восьмеричную систему его необходимо последовательно делить на 8 до тех пор, пока не останется остаток, меньший или равный 7, а результат деления меньше 8. Число в восьмеричной системе записывается как последовательность цифр последнего результата деления и остатков от деления в обратном порядке.
 
Пример: Число 57110 перевести в восьмеричную систему счисления.
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Перевод из восьмеричной системы счисления в десятичную:

Для перевода восьмеричного числа в десятичное необходимо его записать в виде многочлена, состоящего из произведений цифр числа 8 со степенью. Степень расставляется с последнего числа 8 начиная с 0 и увеличивается на 1.
Пример: Число 750138 перевести в десятичную систему счисления. 
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3) 750138=7[image: image100.png]


4096+5[image: image102.png]


512+0[image: image104.png]


64+1[image: image106.png]


8+3[image: image108.png]


1
750138=3124310

При переводе удобно пользоваться таблицей степеней числа 8:
Таблица 3
Степени числа 8

	n (степень)
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
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	1
	8
	64
	512
	4096
	32768
	262144


Примечание: Для закрепления материала выполни Задание № 2.
Перевод из десятичной системы счисления в шестнадцатеричную:
Для перевода десятичного числа в шестнадцатеричную систему его необходимо последовательно делить на 16 до тех пор, пока не останется остаток, меньший или равный 15, а результат деления станет меньше 16. Число в шестнадцатеричной системе записывается как последовательность цифр последнего результата деления и остатков от деления в обратном порядке.
Пример: Число 746710 перевести в шестнадцатеричную систему счисления. 
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746710=1D2B16
Перевод из шестнадцатеричной системы счисления в десятичную:

Для перевода шестнадцатеричного числа в десятичное необходимо его записать в виде многочлена, состоящего из произведений цифр умноженного 16 со степенью. Степень расставляется с последнего числа 16 начиная, с 0 и увеличивается на 1.
Пример:  Число FDA116 перевести в десятичную систему счисления. 
1) FDA116=15[image: image112.png]
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FDA116=6492910
При переводе удобно пользоваться таблицей степеней числа 16:

Таблица 4
Степени числа 16

	n (степень)
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
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	1
	16
	256
	4096
	65536
	1048576
	16777216


Примечание: Для закрепления материала выполни Задание № 3.

4. Практическая работа

Задание № 1
а) Переведите число 21 из десятичной системы счисления в двоичную;

б) Переведите число 310 из десятичной системы счисления в двоичную;

в) Переведите число 1001111 из двоичной системы счисления в десятичную.
Задание № 2

а) Переведите число 21 из десятичной системы счисления в восьмеричную;

б) Переведите число 310 из десятичной системы счисления в восьмеричную;

в) Переведите число 72500 из восьмеричной системы счисления в десятичную.
Задание № 3 
а) Переведите число 21 из десятичной системы счисления в шестнадцатеричную;

б) Переведите число 310 из десятичной системы счисления в шестнадцатеричную;

в) Переведите число 8B675 из шестнадцатеричной системы счисления в десятичную.
5. Итоговая работа

	I ВАРИАНТ
1) 14510=?2
2) 11510=?8
3) 15310=?16
4) Сравните между собой числа, записанные в двоичной системе счисления:  10101 и 101010

	II ВАРИАНТ
1) 15110=?2
2) 15510=?8
3) 18710=?16
4) Сравните между собой числа, записанные в двоичной системе счисления: 1101 и 1001


	III ВАРИАНТ
1) 17710=?2
2) 27310=?8
3) 23410=?16
4) Сравните между собой числа, записанные в двоичной системе счисления:  111001 и 110111

	IV ВАРИАНТ
1) 14910=?2
2) 16310=?8
3) 24610=?16
4) Сравните между собой числа, записанные в двоичной системе счисления: 1110001 и 111110

	V ВАРИАНТ

1) 11910=?2
2) 28510=?8
3) 19610=?16
4) Сравните между собой числа, записанные в двоичной системе счисления:  1010101 и 1110010
	VI ВАРИАНТ

1) 19310=?2
2) 16510=?8
3) 35510=?16
4) Сравните между собой числа, записанные в двоичной системе счисления: 11101010 и 1110001



Заключение
   Итак, данный материал имеет прикладное и обще​образовательное значение, способствует разви​тию логического мышления обучающихся, намечает и использует целый ряд межпредметных связей (прежде всего с историей). При изучении предложенного авторами материала у обучающихся развивается логическое мышление, наблюдательность, формируются навыки умственного труда. Учащиеся приобретают навыки решения  более трудных и нестандартных задач. 

В ходе изучения данного материала они учатся работать самостоятельно и преодолевать пробелы таких наук как математика и информатика. 
Во-вторых, в ходе изучения работы ребята знакомятся с историей возникновения чисел и различными способами их записи.

В-третьих, учатся переводить числа из десятичной системы счисления в двоичную, восьмеричную, шестнадцатеричную. 

В дальнейшем полученные знания обучающиеся могут использовать на уроках математики и информатики.
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Приложение 
Проверь себя

Задание №1
а) 2110=101012;
    101012=1[image: image137.png]


24+0[image: image139.png]


23+1[image: image141.png]


22+0[image: image143.png]


21+1[image: image145.png]


20=16+4+1=2110;
б) 31010=1001101102;
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20=31010;

в) 10011112=7910;

 Задание №2

а) 2110=258;
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80=16+5=2110;
б) 31010=4668;

     4668=4[image: image169.png]
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80=256+48+6=31010;

в) 725008=3001610;

Задание №3

а) 2110=1516;
    1516=[image: image175.png]
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80=16+5=2110;
б) 31010=13616;
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160=256+48+6=31010;

в) 8B67516=57918910;
















