Тригонометрические неравенства
Два тригонометрических выражения, соединенных между собой знаками «>» или «<», называются тригонометрическими неравенствами.  Тригонометрическое неравенство может быть тождественным (безусловным) и условным.

Тождественные неравенства доказываются, а условные – решаются. Тригонометрическое неравенство называется тождественным, или безусловным, если оно справедливо при всех допустимых значениях неизвестных, входящих в неравенство.

Например:

1. tg2x ≥0 при всех x( R, кроме x= (/2(2n+1), n ( Z;

2. (sinx( ( 1 при всех x ( R;

      

           3.  six + cosx  ( (sinx cosx, x ( [2n(; (/2 + 2n(], n ( Z.

                    2

Тригонометрическое неравенство называется условным, если оно справедливо не при всех значениях неизвестных, входящих в неравенство.

Например:

1. sin x  (  ½, что выполняется только на отрезках  ((/6+2((; 5/6(+2(((, ( ( (;

2. cos x ( 0, что выполняется только на отрезках ((/2 + 2n(; 3/2 (+2n((, n ( Z;

3. ctg x ( – (3, что выполняется в интервале (–(/6+n(;n((, n ( Z.

Решить тригонометрическое неравенство – это значит найти множество значений неизвестных, входящих в неравенство, при которых неравенство выполняется. Мы знаем, что тригонометрические функции sin x и cos x имеют наименьший положительный период 2(, а tg x и ctg x  имеют наименьший положительных период (. При решении неравенств с тригонометрическими функциями следует использовать периодичность этих функций, их монотонность на соответствующих промежутках.

Для того чтобы решить неравенство, содержащее только sin x  или только cos x, достаточно решить это неравенство на каком-либо отрезке длины 2(. Множество всех решений получим, прибавив к каждому из найденных на этом отрезке решений числа вида 2n(, где n ( (. Для неравенств, содержащих только tg x и ctg x, решения находятся в промежутке длиной (, а множество всех решений получим, прибавив к каждому из найденных на этом отрезке решений числа вида n(, где n ( (. Тригонометрические неравенства можно решать, прибегая к графикам функций y=sin x, y=cos x, y=tg x и y=ctg x. Решим неравенства, пользуясь окружностью единичного радиуса. При решении тригонометрических неравенств в конечном итоге мы будем приходить к неравенствам sinx ((a, cos x ((a, sin x  (( a, cos x ((a, tg x ((a,  ctg x  ((a, tg x (( a, ctg x (( a. Теперь решим тригонометрические неравенства.

I. Решение простейших тригонометрических неравенств

Примеры:
1. sin x ( 1/2.

Решение:Проводим два взаимно перпендикулярных диаметра, совпадающих с осями OX и OY, строим окружность R=1 с центром в точке пересечения диаметров (рис. 1). Проводим прямую y=½. Все значения у на промежутке NM больше 1/2. NM стягивает дугу АВ с началом в точке А ((/6;½) и с концом в точке В (5/6(; 1/2). Следовательно, решением неравенства будут все значения на ((/6; 5/6() с прибавлением 2n(, т.е. (/6+2n(( x( 5/6(+2n(, n ( Z. 
2. sin 2x ( 1/3.

Решение:    А. (arcsin 1/3; 1/3(, В (– ( – arcsin 1/3; 1/3( (рис. 2). 
              В. ( – arcsin 1/3 + 2n( ( 2x ( arcsin 1/3 + 2n(, 
              – arcsin 1/3 + (2n  – 1)(( 2x ( arcsin 1/3 + +2n(; 

              – 1/2 arcsin 1/3 + (2n – 1)(/2 ( x ( 1/2 arcsin 1/3 + n(, n ( Z.

3. sin 2/3 x ( –(2/2.

Решение:        А (–(/4; –(2/2),               В (–3/4(;–(2/2) (рис. 3).
–3/4( + 2n( ( 2/3 x ( –(/4 +2n(, 
–9/8( + 3n( ( x ( –3/8( + 3n(, 

(8n – 3) 3/8((  x ( (8n – 1) 3/8(, n ( Z.

4. (sin 2x(( (3/2.

Решение:         - (3/2 ( sin 2x ( (3/2.
Для более точного построения дуг можно предварительно найти дуги (углы), синусы которых равны ((3/2. Такими дугами будут ( (/3, которые легко построить с помощью циркуля и линейки, отложив эти дуги от точки Р0 (рис. 4). На дуге АВ: ​– (/3 + 2(( ( 2x ( (/3 + 2(( (1), ну дуге CD: 2/3( + 2(( (   ( 2x ( 4/3( + 2((, –(/3 + (2( + 1)(( 2x ( (/3 + (2( + 1)(, ( ( Z. (2). Из неравенств (1) и (2) следует: –(/3 + n( ( 2x ( (/3 + n( (3). (3n + 1)(/3, (3n – 1)(/6( ( x ( (3n + 1) (/6, n ( Z.
Замечание:  Если дуги симметричны относительно осей координат, то ответ можно писать на любой дуге, уменьшив период в 2 раза.
5. (sin x(( 1/2.

Решение: 

Из условия следует, что sin x ( 1/2 или sin x ( – 1/2.
                                              sin x ( 1/2,

Это иногда пишут так:                               Дуги симметричны относительно

                                              sin x ( – 1/2.
Осей координат (рис. 5), следовательно, достаточно написать ответ на одной из дуг, например на дуге АВ: А ((/6; 1/2), В (5/6(; 1/2). (/6 + n( ( x ( 5/6( + n( или (6n + 1) (/6( x ( (6n + 5) (/6, n ( Z.
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                                      Рис. 1                                              Рис. 2                                                   Рис. 3

6. cos x ( 1/3.

Решение:МР0 стягивает дугу АВ  (рис. 6), на которой выполняется неравенство 
 – arccos1/3 + 2n(( x ( arccos1/3 + 2n(, n ( Z.
7. cos x ( 1/2.

Решение:   А (1/2;(/3),     В (1/2;5/3().
MN стягивает дугу ANB (рис. 7), на которой выполняется неравенство 
(/3 + 2n( ( x ( 5/3( + 2n(, (6n + 1)(/3( x ( (6n + 5)(/3, n ( Z.
8. ( cos x (( (2/2.

Решение: -  (2/2 ( cos x ( (2/2.
Дуги АВ и CD симметричны относительно осей координат (рис. 8), поэтому достаточно написать ответ на одной из дуг, например на дуге АВ. Но период необходимо уменьшить в 2 раза: (/4 + ((( x (3/4( + ((, ( ( (. А именно: если дуги симметричны относительно осей координат, то ответ можно взять на дуге, более удобной, уменьшив  в этом случае период в 2 раза. Действительно, при n = 2( получим неравенство (1), а при n = 2(–1 получим неравенство (2), т.е. остается в силе замечание, сделанное в примере 4.

9. ( cos x (( 1/2.

Решение:
        сos x ( 1/2,

                             Учитывая замечание, сделанное в примере 4, напишем

        cos x ( 1/2.

Ответ: –(/3 + n( ( x ( (/3 + n(, n ( Z (рис. 9).

10.   tg x ( 2.

Решение: Из рисунка 10 видно, что arctg 2 + n(( x ( (/2 + n(, n ( Z.
11.  tg x ( 1.

Решение: Из рисунка 11 видно: –(/2 + n(( x ( (/4 + n(, n ( Z.
12. (tg x (( ( 3.

Решение: Дуга (угол), тангенс которой (которого) равен (3, будет (/3 (рис. 12). Так как тангенс имеет период, равный (, то решение неравенства будет: –(/3+ +n( ( x ( (/3 + n(, n ( Z.
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                                    Рис. 4                                                    Рис. 5                                                   Рис. 6

13. (tg x (( 1.

Решение:
                                            tg x ( 1,

Из условия следует:  

                                            tg x ( –1  (рис. 13).

(/4 + n(( x ( (/2 + n( и –(/2 + n(( x ( –(/4 + n(, n ( Z.

14. ctg x ( –(3.

Решение: Угол, котангенс которого равен –(3, будет 5/6( (или –(/6) (рис. 14). Так как период котангенса равен (, то решение неравенства будет: –(/6 + n(( x( (n(, n ( Z.
15. (ctg x(( 1.
Решение: Из условия следует: –1( ctg x ( 1 (рис. 15). Решением неравенства будет интервал: (/4 + n( ( x ( 3/4( + n(, n ( Z.
Решение неравенств часто осуществляется с использованием основных свойств функции. При исследовании более сложных функций и построении их графиков возникает потребность в предварительном решении неравенств. Умение решать тригонометрические неравенства бывает необходимо при изучении пределов, в приближенных вычислениях, в линейном программировании и других вопросах. Заметим, что неумение решать простейшие неравенства, которые были рассмотрены в данных примерах, не позволяет правильно решать другие более сложные неравенства. Рассмотрим решение неравенств на примерах.
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           Рис. 7                                             Рис.8                                                Рис. 9
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                   Рис. 10                                              Рис. 11                                             Рис. 12
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                     Рис. 13                                                              Рис. 14                                       Рис. 15

II. Решение сложных тригонометрических неравенств

Примеры. Решите неравенства.

1. sin x + cos 2x ( 1. 
Решение:  Sin x ( 1 – cos 2x,                                                                                                
     sin x ( 2 sin2 x,                                                                          

     2 sin2 x – sin x ( 0.                                                                   

     Обозначим sin x = у, тогда у(2у – 1) ( 0.

у1= 0,   у2= 1/2 (рис. 16). Следовательно, 0 ( у ( 1/2,  0 (sin x ( 1/2. Решением неравенства (рис. 17) будут интервалы 2((( x ( (/6 + 2(( или 5/6( + +2n( ( x ( ( + 2n(,  (, n ( Z.

Ответ можно записать и в таком виде: (2((; (/6 + 2(((  (  (5/6( + 2n(;     ( + 2n(), (, n ( Z. 
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                                       Рис. 16
2.           (sin2 x – sin x + 1/4 ( 1/2.

Решение.

((sin x – 1/2)2 ( 1/2,

(sin x – 1/2(( 1/2,

–1/2( sin x  – 1/2 ( 1/2, 
 0( sin x ( 1,  2((( x ( (/2 + 2((, ( ( (.
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   Рис. 17                                                    Рис. 18                                                             Рис. 19

3. 2cos2 (x + (/6) – 3sin ((/3 – x) + 1 ( 0.

Решение:  2cos2 (x + (/6) – 3cos ((/2 –(/3 + x) + 1 ( 0,
   2cos2 (x + (/6) – 3cos (x + (/6) + 1( 0. Обозначим cos ( x + (/6) = у, 
тогда 2у2 – 3у + 1 ( 0;  2(у – 1/2)(у – 1) ( 0 (рис. 18). 
Следовательно,  у( 1/2 или у( 1.

А) cos (x + (/6) ( 1/2,

(/3 + 2((((/6 + x(5/3( + 2((, (/3 – (/6 + 2((( x (5/3( –(/6 + 2((, 
–(/6 + 2((( x( 3/2( + 2(( (см. рис. 7). 
Ответ можно записать и в таком виде: x ((–(/6 + 2((; 3/2( + 2((), ( ( (.

Б) Неравенство cos (x + (/6) ( 1 не имеет решения, так как значение косинуса не может быть больше единицы.

4. cos 2x – cos 8x + cos 6x ( 1.

Решение:  Cos 2x + cos 6x ( 1 + cos8 x,
2cos 4x cos 2x( 2cos2 4x,

cos 4x(cos 4x – cos 2x) ( 0,

(2cos2 2x – 1)(2cos2 2x – 1 – cos 2x) ( 0. Пусть cos 2x=у, тогда неравенство будет: (2у2 – 1)(2у2 – у – 1)( 0, (у2 – 1/2)(у2 – 1/2у – 1/2)( 0, 

(у + 1/(2)(у – 1/(2)((у – 1/4)2 – 1/16 – 1/2)( 0,

(у + 1/(2)(у – 1/(2)((у – 1/4)2 – 9/16)( 0,

(у + 1/(2)(у – 1/(2)(у – 1/4 + 3/4)(у – 1/4 – 3/4)( 0,

(у + 1/(2)(у – 1/(2)(у + 1/2)(у – 1)( 0 (рис. 19), у( –(2/2 или –1/2( у ( (2/2 или у( 1.

А) cos 2x( –(2/2, 3/4( + 2(( ( 2x ( 5/4( + 2((, 3/8( + ((( x (5/8( + ((, ( ( (.

Б) – 1/2( cos 2x ((2/2,  (/4 + 2n(( 2x ( 2/3( + 2n(,  (/8 + n(( x ( (/3 + n( или –(/3 + n(( x ( –(/8 +  n(, n ( Z.

В) cos 2x( 1, x = (.

5. Найти область определения функции     у = (4 cos2 x – 3.

Решение:  4 cos2 x – 3( 0,  
     2(1 + cos 2x) – 3( 0,

       2 cos 2x( 1, 

      cos 2x( 1/2, 

–(/3 + 2n(( 2x ( (/3 + 2n(,  n ( Z,    

 –(/6 + n(( x ( (/6 + n(,  n ( Z. 
III.
Графическое  решение простейших тригонометрических неравенств, 
т. е. неравенств вида f (x) ( а (или f (x) ( а), где f (x) – одна из тригонометрических функций.

 1. Решить неравенство sin x ( 0.

Решение. Построим график функции у=sinx и выберем на оси х значение аргумента х, которым соответствуют точки графика, лежащие выше оси х. Одним из промежутков, содержащим такие точки оси х, является интервал (0; () (рис. 20), а всего таких интервалов будет бесконечно много, причем в силу периодичности функции у=sin x каждый из них получается из (0; () сдвигом по оси х на 2((, где (((. Таким образом, решением заданного неравенства служит объединение интервалов вида (0 + 2((; ( + 2((), т. е. (2((; ( + 2((), (((. Это можно записать так: 2((( х(( + 2((, (((.
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                                                   Рис. 20
 2. Решить неравенство cos x( 1/2.

Решение. Построим график функции у=cosx и проведем прямую у=1/2. Нас интересуют те значения аргумента х, которым соответствуют точки графика, лежащие ниже прямой у=1/2. Одним из нужных нам промежутков является интервал ((/3; 5(/3) (рис. 21). Воспользовавшись периодичностью функции  у=cos x, запишем ответ:

(/3 + 2((( х(5(/3 + 2((, (((.
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                                                   Рис. 21

 3. Решить неравенство tg x ( -1.

Решение.  Построим график функции у=tgx и проведем прямую у=-1. Нас интересуют те значения х, которым соответствуют точки графика, лежащие выше прямой у=-1. Одним из нужных нам промежутков является (-(/4; (/2( (рис. 22), всего таких промежутков будет бесконечно много, причем в силу периодичности функции у= tg x каждый получается из (-(/4; (/2( сдвигом по оси х на ((, где (((. Это позволяет записать решение следующим образом:

 -(/4 + 2((( х((/2 + 2((, (((.
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                                      Рис. 22
IV.   Решение простейших тригонометрических неравенств по формулам

sin x ( а
1. х1 – по таблице

2. х2= (- х1
Пример:  sin x ( (3/2.

Решение:1.
х1=(/3;      2.
 х2= (-(/3=2(/3  Ответ: х ( ((/3 + 2((;2(/3 + 2((); (((.
sin x ( а

1. х1 – по таблице

2. х2= -(- х1 

Пример: sin x ( (2/2
1. х1 = (/4
2. х2= -( -  (/4 = - 5(/4
- 5(/4 + 2(( ( х1( (/4 + 2((
Ответ: x( (- 5(/4 + 2((; (/4 + 2(((; (((.

cos x ( а
1. x1 – по таблице

2. х2= – x1
Пример: cos х  > 0
1. x1 = (/2
2. x2 = ​–(/2
Ответ: х ( (​–(/2 + 2((;  (/2 + 2((); (((.

cos x( а

1. x1 – по таблице

2. х2 = 2( – x1 
Пример: cos x ( 1/2
1. x1 = (/3
2. х2 = 2( - (/3 = 5(/3
Ответ: х ( ((/3 + 2((; 5(/3 + 2(((; (( (. 

tg x ( а

1. x1 – по таблице

2. х2 = (/2

Пример:  tg x ( - (3/3; tg x ( - 1/(3
1. x1 = - (/6
2. х2 = (/2
Ответ: х( (- (/6 + ((; (/2 + ((); (((.
tg x ( а
1. x1 – по таблице

2. х2 = - (/2

Пример:  tg x ( (3

1. х1 = (/3      2. х2 = - (/2        Ответ: х( (- (/2 + ((; (/3 + (((; ((  (.
 Заключение

Рассмотрев все способы решения тригонометрических неравенств, учащиеся могут сделать вывод: какой способ для них самый быстрый и рациональный . На экзамене каждая минута важна, поэтому мои ученики решили, что тригонометрические неравенства проще решить по выведенным формулам. Такой способ решения не займет много времени и легче будет вспомнить формулу, нежели график или окружность. Но на наш взгляд, способности у каждого человека разные: кому-то может показаться легче другой способ решения тригонометрических неравенств.
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