                            Методы решения 
              тригонометрических уравнений.
        Решение нестандартных  уравнений, систем уравнений,   

   неравенств, уравнений с параметрами и двумя переменными.
Тригонометрию можно считать самой сложной частью школьного курса алгебры. Поэтому мне пришлось уделить ей так много времени. Надеюсь, что работа моя заинтересует вас, а может и пригодится кому-нибудь. Если начало покажется вам скучным, загляните в X главу.
Решение тригонометрических уравнений состоит из двух этапов: преобразование уравнения для получения его простейшего вида и решение полученного  тригонометрического уравнения. Первый этап занимает куда больше времени и усилий, так как не все уравнения можно решить стандартными способами. Хотя и умение группировать ответы и объединять их всегда приветствовалось. Существует девять основных методов решения тригонометрических уравнений. Мы рассмотрим стандартные уравнения и способы их решения, а также оригинальные уравнения, неравенства и системы уравнений с различными способами решений.
I. Метод замены переменной. 
Тригонометрические уравнения, сводящиеся к алгебраическим уравнениям с помощью замены переменной.  Решить уравнения:
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Тогда уравнение примет вид 
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                                                               Решение:

Преобразуем левую часть уравнения:
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Таким образом, данное исходное уравнение можно записать в виде:
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 Решив данное квадратное уравнение имеем:  
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Но 
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                                                                Решение:

Обозначим 
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 Исходное уравнение можно переписать так:          
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Вернёмся к переменной х:                  
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Второе уравнение не имеет решений, т.к. 
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Решение:

Разделим на  
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не является решением данного уравнения).                                                         

        
[image: image45.wmf]ctgx

x

=

2

sin

2

;                   
[image: image46.wmf]ctgx

x

ctg

=

+

2

1

2

;               
[image: image47.wmf]0

2

3

=

-

+

ctgx

x

ctg

.

Обозначим 
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Следовательно, 
[image: image53.wmf]1

=

t

(второй множитель больше нуля при любых 
[image: image54.wmf]t

). 
Тогда                
[image: image55.wmf]1

=

ctgx

;                
[image: image56.wmf].

,

4

Z

n

n

x

Î

+

=

p

p

                 Ответ: 
[image: image57.wmf].

,

4

Z

n

n

Î

+

p

p


II. Условия равенства тригонометрических функций.                                       

                                                            Решить уравнения:
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                                                                 Решение:
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                                                                 Решение:

  Используя условия равенства тригонометрических функций   
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 Решая эти квадратные уравнения, получаем: 
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                                                                 Решение:
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                                                                Решение:
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       Так как     
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III. Разложение на множители.

                                                    Решить уравнения:
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                                                             Решение: 
                                                             I способ
Преобразуем и разложим на множители выражение в левой части уравнения:             
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                                                              II способ

Преобразуем выражение в левой части уравнения:     
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                                                           Решение:                                                        
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Так как второй ответ включает третий, то останется только первый и второй. 
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                                                                Решение:                           
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IV. Однородные тригонометрические уравнения и уравнения, сводящиеся к ним. 
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                                                    Решить уравнения:
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                                                         Решение:               
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                                                             Решение:               
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                                                              Решение:    
Умножим правую часть уравнения на 
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                                                               Решение:

Умножим правую часть уравнения на 
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     Второе уравнение не имеет решений, и, следовательно,  
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V. Введение вспомогательного угла. 
Уравнения вида 
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   Решить уравнения:
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                                                            Решение:
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                                                             Решение:
Так как  
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Заметим, что уравнение вида 
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                                                              Решение:

Для решения данного уравнения сгруппируем тригонометрические функции с одинаковыми аргументами     
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Разделим обе части уравнения на два        
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Преобразуем сумму тригонометрических функций в произведение:
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VI. Преобразование произведения в сумму.

Здесь используются соответствующие формулы. Решить уравнения:  
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                                                     Решение:
 Преобразуем левую часть в сумму:     
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                                                     Решение:

    Преобразуем обе части. Тогда     
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  Т.к. первый ответ включает второй, то  
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VII. Метод понижения степени.

Здесь используются соответствующие формулы. Решить уравнения:
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                                                          Решение:
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                                                              Решение:    
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VIII. Использование ограниченности функции.

                                                      Решить уравнение:
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                                                             Решение: 
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                                                                    Решение:  
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                                                                     Решение:
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IX. Универсальная подстановка.
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                                                         Решить уравнения:
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Замечание. Это уравнение можно было решить методом введения  вспомогательного угла. 
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                                                                Решение:
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X. Оригинальные тригонометрические уравнения, системы уравнений, неравенства, уравнения с параметром, с двумя переменными. 
                                                    Решите уравнения:
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                                                                 Решение:         
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У кубического уравнения один вещественный корень, принадлежащий интервалу 
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   Построим графики функций   
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                                                                 Решение: 
Определим область допустимых значений х. Для этого решим систему неравенств:
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Решим данное уравнение относительно х:     
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   Неравенство решать необязательно, т.к. второе                             
   и третье уравнение не имеют общих решений.                                                 x
  Следовательно, исходное уравнение не имеет решений.                                    ≻                                      
                                                                         Ответ:  Ø.                                                 
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    Решим уравнение как квадратное относительно 
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                                                                   Решение: 
Решим уравнение как квадратное относительно 
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                                                       Решить неравенство:
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                                                              Решение:    
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                                               Решить систему уравнений:
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  Рассмотрим отдельно первое  уравнение системы, используя третье:        
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44) Указать все a, при которых система уравнений имеет решение и найти его:                        
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                                                                 Решение:   
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     Для существования решения обязательно выполнение следующих условий:
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    Следовательно, у системы есть решение только при  
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    Решим  систему  (*)                
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                     Ответ:  При  
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   решений нет.
45)      
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                                                                Решение:

              Обозначим ctgx = y.    Тогда
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                                                               Ответ: 
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