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Задача I. Объем треугольной пирамиды равен 270. Точки пересечения медиан всех её граней являются вершинами второй пирамиды. Найдите её объем. 
Решение:

1) Пусть DM, DK, DP – медианы боковых граней, DO – высота пирамиды, а точка О1 делит её в отношении 2:1, считая от вершины

Рассмотрим плоскость, параллельную плоскости АВС и проходящую через точку О1.
По свойству параллельных плоскостей М1К1((МК, М1Р1((МР, Р1К1((РК, О1М1((ОМ, откуда следует, что (DM1K1((DMK, (DP1K1((DPK, (DM1P1((DMP, (DO1M1((DOM, (M1K1P1((MKP.
Из подобия треугольников следует: 
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 (3).
Используя (1), найдем отношение высот данной и построенной пирамид. Поскольку отрезок DO перпендикулярен плоскости АВС, плоскость М1К1Р1 параллельна плоскости АВС, то отрезок ОО1 – высота второй пирамиды и так как 
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, то 
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Из (2) следует, что М1, Р1, К1 являются точками пересечения медиан боковых граней данной пирамиды, то есть НМ1К1Р1 – вторая пирамида.
Используя (3), найдем отношение площадей (М1К1Р1 и (МКР, которое равно квадрату коэффициента подобия: 
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, откуда 
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2) Так как (МРК образован средними линиями (АВС, то он подобен (АВС с коэффициентом подобия, равным 
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Поэтому 
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3) 
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Ответ: 10.

[image: image28.png]


Задача II. Объем треугольной наклонной призмы равен 60. точки пересечения диагоналей её боковых граней и точки пересечения медиан её являются вершинами шестигранника. Найдите его объем. 
Решение:

1) Пусть ВО – высота призмы, а точка О1 делит её пополам. Рассмотрим плоскость (, параллельную плоскости АВС и проходящую через точку О1. По свойству параллельных плоскостей плоскость ( пересечет плоскость ОВВ1 по параллельным прямым ОВ1 и О1Т. Тогда по теореме Фалеса ВТ=В1Т. Кроме того, плоскость ( пересекает боковые грани призмы по прямым, параллельным сторонам оснований. Эти прямые по теореме Фалеса пересекут диагонали боковых граней в их серединах, то есть в точках М, Р, К, которые являются точками пересечения диагоналей боковых граней. Треугольник, полученный в сечении призмы плоскостью, параллельной основаниям, равен основаниям, так как его стороны и соответствующие стороны основания являются противоположными сторонами параллелограммов. Треугольник МРК образован средними линиями сечения, значит его площадь составляет четверть площади сечения, то есть SMPK=0,25SABC.

2) Две пирамиды, составляющие шестигранник имеют общее основание и равные высоты, значит, их объемы равны. Если обозначить эти объемы V1 и V2, а объем призмы – V, то получим тогда объем шестигранника равен 
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Ответ: 5.

Задача III. Дан конус с вершиной М, радиус основания которого равен 
[image: image13.wmf]3
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. В основание этого конуса вписан четырехугольник АВСD так, что углы ВМА, СМВ, DМС, АМD равны 60( каждый. На дуге ВС окружности основания конуса, не содержащей точки А, выбрана точка F так, что объем пирамиды MABFCD наибольший. Найдите расстояние от точки F до плоскости МАВ.

Решение: 
1) MA=MB=MC=MD, как образующие конуса и по условию (AMB=(BMC=(CMD=(DMA=60(, следовательно, треугольники AMB, BMC, CMD, DMA – равные равносторонние треугольники. Поэтому AB=BC=CD=AD. Значит четырехугольник АВСD – ромб, вписанный в окружность радиуса 
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. Следовательно, ромб АВСD – квадрат со стороной, равной 
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2) Объем V пирамиды MABFCD вычисляется по формуле 
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, где МО – высота пирамиды, 
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, 
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 - площади квадрата ABCD и треугольника BCF. Поскольку величины MO, BC и 
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 в условии задачи постоянны, то 
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 – наибольшая величина расстояния от точки дуги BC, не содержащей точку А, до стороны BC квадрата АВСD. Расстояние от точки F дуги окружности до стягивающей её хорды наибольшее, если F – середина этой дуги. Итак, основанием пирамиды MABFCD, удовлетворяющей условиям задачи, является пятиугольник, в котором вершины A, B, C, D, делят окружность основания конуса на четыре равные части и вершина F – середина дуги BC.

3) Так как FO(BC и AB(BC, то FO((AB, следовательно, прямая FO параллельна плоскости МАВ. Поэтому все точки прямой FO равноудалены от плоскости МАВ. Таким образом искомое расстояние равно расстоянию от точки О до плоскости МАВ.

4) Пусть К – середина АВ. Тогда МАВ(МОК. Пусть OL – высота (МОК. По свойству перпендикулярных плоскостей OL(МАВ. Следовательно, длина отрезка OL равна расстоянию точки О до плоскости МАВ. Так как 
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. Так как ОК – радиус вписанной в квадрат АВСD окружности, то 
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. Используя теорему Пифагора найдем 
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, а из подобия (MOK и (OLK получим, что 
[image: image27.wmf]4

=

×

=

MK

OM

OK

OL

. Следовательно, искомое расстояние равно 4.

Ответ: 4.
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