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    Методические рекомендации предназначены для учителей математики, которые могут быть применены на уроках и групповых занятиях. В рекомендациях приведены примеры физических задач и математические способы их решения.
Введение

Но есть одна наука, без которой

невозможна никакая другая.

Это – математика.

Ее понятия, представления и

символы служат тем языком,

на котором говорят, пишут

и думают другие науки…

С.Л. Соболев

Большое значение для повышения эффективности обучения физике имеет умение школьников применять математические знания. В этом обучающиеся часто испытывают трудности. Одной из причин является отсутствие связи рассматриваемых в курсе математики зависимостей, закономерностей, графиков от реальных процессов и явлений.
Поэтому в курсе математики необходима система задач, которые позволят обучающимся достичь более высокого уровня обобщения их знаний, сформируют понятия о практическом применении знаний и умений, полученных при изучении математики. Целью использования задач является формирование умений получать информацию о физическом процессе, исходя из его математической модели (формулы, графики).
Математика является основой теоретической физики. Это означает, что  математическими методами можно моделировать физические процессы, решать физические задачи.
На занятиях по вариативной части учебного плана для расширения представлений обучающихся о значении математики для естественных наук, ее прикладного характера используются дифференциальные уравнения.


Понятие обучающимися роли математики для естественных и технических наук способствует осознанному усвоению знаний, повышает познавательный интерес к предмету.
I. Функции вида у = kх (k ≠ 0) и у = 
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1. Записать формулой:
а)переменная S пропорциональна переменной t; б) переменная z пропорциональна переменной p; в) переменная Е обратно пропорциональна переменной R; г) переменная z  обратно пропорциональна переменной t. Рассмотрите случаи, когда коэффициент пропорциональности (или обратной пропорциональности) равен: 2, 
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2. По данной формуле определите вид зависимости между переменными величинами и коэффициент пропорциональности (или обратной пропор-циональности):

а = 
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, если m – const; m = ρV, если ρ – const; I = 
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, если U– const; k = 
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, если k – const.
      3.В сосуд наливают жидкость. В какой зависимости находится масса налитой  жидкости от ее объема?
Р е ш е н и е. Масса тела (m) по его плотно​сти (ρ) и объему (V) вычисляется    по фор​муле

                                   m = ρV;
(1)
так как в данном случае ρ — const, то перемен​ная m пропорциональна  переменной V с ко​эффициентом ρ.
4. В металлический баллон нагнетают газ. В какой зависимости находится масса газа в баллоне от его плотности?
   Решение. Здесь надо считать, что в фор​муле (1) V — const, поэтому переменная m пропорциональна переменной ρ .
        5.
Газ сжимается в сосуде поршнем. В ка​кой зависимости находятся плотность  и объем газа?

   Решение. В данной ситуации m — const, поэтому, пользуясь формулой (1),  заключаем, что переменная ρ обратно пропорциональна переменной V с коэффициентом m.
6. Связь между массой и величиной силы тяжести тела выражается формулой F=9,8 m. Как изменится сила тяжести, если масса уве​личится в 4 раза?

   Решение. Поскольку величины F и m не​отрицательны, то с увеличением  

массы m в 4 раза сила тяжести F увеличится во столько же раз.
        7.
Давление р определяется    по    формуле p =
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где  F -  величина силы, действую​щей на пластину площади S перпендикулярно к ней. Как изменится давление, если площадь пластины уменьшится в 3 раза, а величина     действующей на нее силы не изменится?
Решение. Если F — const, то ρ обратно пропорционально S. Учитывая, что р,    

F и S — положительные величины, можем утверждать, что с уменьшением   площади S в 3 раза дав​ление р увеличится в 3 раза.
8. Несколько тел одной и той же массы сделаны из различных материалов. 
Определите, будет ли возрастать (убывать) последова​тельность объемов тел, если тела расположить в порядке убывания их плотностей?

Решение. Воспользуемся формулой (1). В данной ситуации m — const.

Поэтому с уменьшением плотности тел последователь​ность их объемов возрастает.

9.Две переменные величины I и U связаны соотношением R =
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, где R — постоянное по​ложительное число. Значения величин I и U показывают соответственно приборы А а Б. В какую сторону поворачивается стрелка прибора Б, если стрелка прибора А поворачива​ется вправо?
Решение. Из формулы ясно, что с увели​чением значений переменной U значения пе​ременной I также увеличиваются. Поэтому стрелки обоих приборов поворачиваются в одну и ту же сторону (см. рис. 1).
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( рис. 1).
10.
В баллоне объемом 2 м3 содержится 4 кг кислорода. Начертите график зависимо​сти плотности кислорода от его массы в про​цессе расходования содержимого баллона. (Считать, что кислород расходуется полно​стью.)
Р е ш е н и е. В данном случае объем V — по​стоянная величина. Из соотношения (1) ясно, что переменная ρ пропорциональна перемен​ной m. Графиком зависимости ρ  от m служит отрезок с концами в точках с координатами (4; 2) и (0; 0), так как m принимает значения из промежутка [0; 4].

11.По графику  (см. рис. 2) функции у = 
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  (рис. 2) определите значение параметра
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( рис. 2).
II. Уравнение  показательного  роста
Рассмотрим   дифференциальное    уравнение вида
у'(x) = ky(x),
(1)

где  k  - постоянная,  а  у(х) - искомая  функ​ция.

Уравнение (1) называется уравнением по​казательного роста. Оно имеет следующий смысл: для каждого значения аргумента ско​рость изменения функции пропорциональна значению этой функции.

Чтобы найти решения уравнения (1), мож​но поступить следующим образом.
Пусть у(х) —некоторое решение, т. е. y'(x) - ky(x) = 0 истинно. Умножив обе части равенства на отличный от нуля множитель е -kх, получим верное равенство

е-kх у'(х) – e -kxky(x) = 0.
(2)

Так как (е -kх у (х))' = е -kх  у' (х) — ke -kх у (х), то равенство (2) можно записать так
(е -kх у (х))′ = 0,

откуда е -kх у (х) = С, или

у(х) = Сеkх,
(3)

где С — произвольная постоянная.

Итак, только функции вида (3) могут быть решениями уравнения показательного роста (1). Непосредственная подстановка в уравне​ние (1) показывает, что при любой постоян​ной С функция (3) является решением урав​нения (1). Таким образом, формула (3) опре​деляет множество решений уравнения  (1).

Чтобы из найденного множества решений (3) выделить определенное, нужно знать кон​станту С. Для этого требуются дополнитель​ные условия — так называемые начальные ус​ловия; в данном случае достаточно знать зна​чение искомой функции при некотором значе​нии аргумента:

у(х0) = у0
(4)

В самом деле, подставив начальное условие (4) в решение (3), найдем у0 = Се -kх, откуда С = у0е -k
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. Подставив это значение С в фор​мулу (3), получим решение уравнения показа​тельного роста, удовлетворяющее заданному начальному условию (4):

y(x) = y0еk(х – х
[image: image13.wmf]0
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Мы видим, что постоянная С по начальному условию (4) определяется однозначно; поэто​му решение (5), удовлетворяющее заданному начальному условию, будет единственным.

Пример. Решить уравнение у'(х)=3у(х), если у(0) =2.
Здесь k=3, х0 = 0, у0 = 2; решение можно записать по формуле (5): у(х)=2е3ж. Это бу​дет его единственное решение, удовлетворяю​щее заданному начальному условию.

Рассмотрим некоторые приложения уравне​ния (1). При решении задач надо сначала со​ставить дифференциальное уравнение, указать (исходя  из условий задачи)   начальное условие, а затем решить уравнение. При состав​лении уравнения обычно используют извест​ные учащимся из курсов физики и химии за​коны.
1. Скорость прямолинейного движения
По второму закону Ньютона,

m
[image: image14.wmf]F

a

r

r

=

,
(6)

где   
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 - ускорение    движения    материальной точки массы m, 
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 - результирующая всех сил, действующих на материальную точку.

Скорость движения 
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(t) и ускорение 
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(t) являются  функциями времени t, причем, как известно, 
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 (t) =
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'(t). Заметим, что действия над векторами, направленными вдоль одной прямой, на которой выбрано положительное направление, можно заменить действиями над их проекциями на эту прямую, т. е. скаляра​ми. Таким образом, в случае движения мате​риальной точки вдоль оси Ох равенство (6) может быть заменено равенством
mv' (t) = F,
(7)

где через v'(t) и F обозначены соответствен​но проекции векторов 
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 на эту ось. Уравнение (7) описывает также и поступа​тельное движение тела.
Такое движение мож​но рассматривать как движение материаль​ной точки, находящейся в центре масс тела, под действием сил, приложенных к центру масс.

З а д а ч а. Моторная лодка движется в сто​ячей воде со скоростью 5 м/с. На полно, хо​ду ее мотор был выключен; через 4 с ее ско​рость стала равной 1 м/с. Считая, что сила сопротивления воды пропорциональна скоро​сти движения лодки, определить, через сколь​ко секунд после выключения мотора скорость уменьшится до 4 см/с?
Р е ш е н и е. Будем считать, что лодка дви​жется прямолинейно. Направим ось Ох вдоль движения лодки. Обозначим через v(t) ско​рость движения лодки в момент времени t по​сле выключения мотора. В момент выключе​ния мотора (t=0) скорость, по условию, рав​на 5 м/с, т. е.

v(0) = 5.
(8)
Это — начальное условие задачи. Составим дифференциальное уравнение. Пусть масса лодки равна m. По условию, на движущуюся лодку действует сила              F = - k1v(t), где k1 > 0 (знак минус указывает на то, что сила сопро​тивления воды направлена  против   скорости   движения   лодки).   Подставив  это  значение  F в

уравнение (7) и положив 
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=k, получим дифференциальное уравнение

v' (t) = - kv (t),    k > 0,

аналогичное уравнению (1). По формуле (5) найдем его решение при начальном усло​вии (8):

v (t) = 5е-kt = 5e 
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Это — начальное условие задачи. Составим дифференциальное уравнение. Пусть масса лодки равна m. По условию, на движущуюся лодку действует сила              F = - k1v(t), где k1 > 0 (знак минус указывает на то, что сила сопро​тивления воды направлена  против   скорости   движения   лодки).   Подставив  это  значение  F в

уравнение (7) и положив 
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=k, получим дифференциальное уравнение

v' (t) = - kv (t),    k > 0,

аналогичное уравнению (1). По формуле (5) найдем его решение при начальном усло​вии (8):

v (t) = 5е-kt = 5e 
[image: image26.wmf]t

m

k

1

-

  .
Используя дополнительное условие v (4) = 1 м/с, найдем
e- k = 
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поэтому v (t) = 5·
[image: image28.wmf]4

1

5

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

 - это закон измене​ния скорости движения лодки после остановки мотора. Для ответа на вопрос задачи нужно решить уравнение v (t) = 0,04 относительно t. Решив его, получим t = 12 с.
2. Радиоактивный распад
Из физики известно, что количество атомов радиоактивного вещества, распадающихся в единицу времени, составляет постоянную часть от количества нераспавшихся атомов.
Для каждого вида радиоактивного вещества эта постоянная часть своя, она называется посто​янной распада и обозначается через λ. Дру​гими словами: скорость распада атомов радио​активного вещества пропорциональна налич​ному количеству нераспавшихся атомов, т. е.
M'(t) = -λM(t),    λ > 0,
(9).

где M(t)—число нераспавшихся радиоактив​ных атомов вещества в момент времени t, М'(t) — скорость их распада. Так как с тече​нием времени количество нераспавшихся ато​мов уменьшается, то производная M'(t) отри​цательна. Уравнение (9) является дифферен​циальным уравнением, аналогичным диффе​ренциальному уравнению показательного рос​та (1). Учитывая связь между числом ядер и массой радиоактивного вещества, будем го​ворить просто о распаде радиоактивного ве​щества.
З а д а ч а. Имеется М0 радиоактивного ве​щества. Если за 30 лет распадается 50% его, то через сколько времени останется 25% пер​воначального количества?
Р е ш е н и е. Обозначим через M(t) количе​ство радиоактивного вещества в момент вре​мени t. Тогда

М(0) = М0.
(10)

Это — начальное условие задачи. Решив урав​нение (9) при начальном условии (10) по фор​муле (5), получим

M(t) = M0e - λt .
(11)
Приняв во внимание, что М (30) = 
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, из формулы (11) найдем e- λ = 
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С помощью элементарных вычислений получа​ем ответ на вопрос задачи: 60 лет. 
3. Поглощение света
При прохождении света через воду (или стекло) некоторая его часть поглощается. Пусть на поверхность воды перпендикулярно к ней падает свет с интенсивностью А0, ин​тенсивность света на глубине х обозначим че​рез А(х). Производная А'(х)—скорость пог​лощения света на глубине х. Из оптики из​вестно, что для таких сред, как вода или стек​ло, скорость поглощения света на глубине х пропорциональна интенсивности света на этой глубине, т. е.

A'(x) = - kA(x),    k > 0.
(12)
Так как интенсивность света А(х) с увели​чением глубины х уменьшается, то производ​ная А'(х) отрицательна. Уравнение (12) яв​ляется дифференциальным уравнением типа (1) относительно функции А(х).
Задача. Десятиметровый слой воды по​глощает 40% падающего на ее поверхность света. На какой глубине дневной свет будет по яркости таким же, как лунный свет на по​верхности воды, если яркость лунного света составляет 
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Решение. Начальное условие задачи име​ет вид
А(0) = А0.
(13)
Записав решение уравнения (12) при началь​ном условии (13) по формуле (5), получим А(х) = А0e -kx; откуда, используя дополни​тельное условие А (10) = 0,6A0, найдем

e-k = 
[image: image32.wmf]10

1

5

3

÷

ø

ö

ç

è

æ


Закон поглощения света примет вид

А(х)=А0
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Для определения указанной в задаче глу​бины х получим уравнение
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откуда х 
[image: image35.wmf]»

 247 м.
4. Концентрация раствора
Задача. Имеется сосуд емкостью а л, на​полненный водным раствором соли. В сосуд вливается вода со скоростью b л в минуту, перемешивается, и получающийся раствор однородной концентрации вытекает из сосуда с той же скоростью. Сколько соли будет со​держаться в растворе в момент времени t, ес​ли в начальный момент (t = 0) ее было в рас​творе А0 кг? Вычислить ответ, если 
а = 100 л, A0=10 кг, b = 3 л в мин, t= 1 ч.
Решение. Обозначим через A(t) количе​ство соли в растворе в момент времени t. Кон​центрация раствора в этот момент времени бу​дет равна A(t)/a.
Изменение количества соли в растворе в единицу времени равно разности между количествами соли, поступающей в со​суд и выходящей из него. Но соль в сосуд не поступает, а выходит из него в единицу вре​мени bA(t)/a. Поэтому скорость A'(t) измене​ния количества соли в растворе равна

A′(t)= - 
[image: image36.wmf]a
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A(t).
(14)
Знак минус указывает на уменьшение коли​чества соли в растворе. Имеем дифференци​альное уравнение типа (1) с начальным усло​вием

А(0) = А0.
(15)
Записав решение уравнения (14) при начальном условии (15) по формуле (5), получим A(t)= А0е 
[image: image37.wmf]t
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. Учитывая числовые данные зада​чи, найдем А(60)≈1,654 кг.
III. Линейное дифференциальное уравнение первого порядка
Подобно тому как в алгебре возникает по​нятие степени алгебраического уравнения, в анализе возникает понятие порядка дифферен​циального уравнения.

Если дифференциальное уравнение содер​жит лишь первую производную искомой функ​ции, то оно называется дифференциальным уравнением первого порядка. Из дифферен​циальных уравнений первого порядка для при​ложений большое значение имеют уравнения вида
у'(x) + p(x)y(x) = q(x),
(16)
где р(х) и q(x) - некоторые непрерывные функции; в частности, они могут быть посто​янными. Это уравнение линейное относитель​но искомой функции и ее производной. Такие уравнения называются линейными дифференциальными уравнениями. При q(х) = 0 уравнение (16) принимает вид

у'(x) + p(x)y(x) = 0,
(17)
Оно называется линейным однородным уравнением; при q(x) ≠ 0 уравнение (16) называется линейным неоднородным.


Укажем метод решения линейного однородного уравнения (17). Пусть у(х) – его решение, т.е. равенство

у′(х) + р(х)у(х) = 0                             (18)
[image: image38.wmf]
справедливо.

Обозначим через v (х) одну из первообразных функций р(х) и умножим обе части равенства (18) на отличный от нуля множитель еv(x). Заметив, что v′ (х) = р(х), получим справедливое равенство (у(х) еv(x))′= 0. Следовательно, у(х)еv(x)=
 С, где С – произвольная постоянная, откуда у(х) = Се - v(x)             (19)
Итак, если у(х) – решение уравнения (17), то оно имеет вид (19). Обратно, непосредственной подстановкой в уравнение (17) функции (19) убеждаемся, что при любом значении постоянной С она является решением уравнения (17).

Следовательно, формула (19) дает множество всех решений уравнения (17). При начальном условии (4) из нее можно получить определенное решение.

Неоднородное линейное дифференциальное уравнение (16) может быть сведено к уже рассмотренному случаю однородного уравнения. Например, если функция р(х) и q(х) – постоянные, т. е. р(х) = k, k ≠ 0, q(х) = а (k и а – постоянные), уравнение

у′(х) + kу(х) = а                             (20)

можно переписать в виде однородного уравнения

(у(х) - 
[image: image39.wmf]k
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Отсюда следует, что множество всех решений у(х) этого уравнения определяется формулой

у(х) =
 Се – kx + 
[image: image41.wmf]k
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,

а решение уравнения (20), удовлетворяющее начальному условию(4), - формулой

у(х) =
 (у0 - 
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Рассмотрим некоторые задачи на применение линейных уравнений.

1. Охлаждение тела
Нагретое тело, погруженное в среду с более низкой температурой, будет охлаждаться, при этом скорость охлаждения с течением времени уменьшается. Как известно, скорость охлаждения поверхности тела в любой ее точке пропорциональна разности температур поверхности тела и окружающей среды.

З а д а ч а. Металлическая деталь, нагретая до 500˚С, охлаждается в воздухе при температуре 200
Через 10 мин после начала охлаждения температура на поверхности детали понизилась до 100˚С. Какой будет температура на поверхности детали через 20 мин?

Р е ш е н и е. Обозначим через U(t) температуру на поверхности детали в

момент времени t после начала охлаждения. По условию

U(0) = 500.                                    (22)

Это  - начальное условие задачи. Скорость охлаждения поверхности детали в момент времени t равна U′(t). Считая температуру воздуха постоянной, получим:

U′(t) = - k(U(t) – 20),      k > 0
Так как температура на поверхности детали уменьшается, то производная отрицательна. Отсюда для U(t) получается линейное дифференциальное уравнение, аналогичное уравнению (20):

U′(t) + kU(t) = 20 k
Решая по формуле (21) с начальным условием (22), получим

U(t) = 480е-kt + 20.

Используя дополнительное условие U(10) = 100, найдем е-k = 
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 и, следовательно, U(t) = 480.   
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 + 20.  При t = 20 получим  U(20) = 33
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2. Простейшие электрические цепи

Если в замкнутую электрическую цепь последовательно включены источник тока с электродвижущей силой (э. д. с.) Е В, активное сопротивление R Ом, катушка с индуктивностью L Гн и конденсатор емкости С Ф, то, как известно из электротехники, между э. д. с. и напряжениями на активном сопротивлении, катушке индуктивности и конденсаторе в любой момент времени t существует такая зависимость:

Е = UR + UC + UL                                  (23)


Здесь UR  = RI(t) – напряжение на активном сопротивлении, UC = 
[image: image48.wmf]C
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 - напряжение на конденсаторе и UL = LI′(t) – напряжение на катушке индуктивности; I(t) – сила тока в цепи в момент времени t, измеряемая в амперах, q(t) – заряд конденсатора в момент времени t, измеряемый в кулонах.


Используя соотношение (23) и зная, что q′ (t) = I(t), можно найти силу тока в цепи в зависимости от заданной э. д. с. источника тока.


З а д а ч а. Последовательно включены источник тока с э. д. с. Е В, катушка с индуктивностью L Гн (L ≠ 0) и активное сопротивление R Ом. Найти закон изменения силы тока  I(t) в цепи, считая, что в начальный момент времени   (t = 0)  она равна нулю. Рассмотреть два случая: а) э. д. с. постоянная -  Е(t) = Е;    б)э. д. с. синусоидальная - Е(t) = Е0sin ωt, Е0 и ω – постоянные.


Р е ш е н и е. Используя (23), после соответствующих подстановок получим соотношение

I(t) R +  I′(t) L = Е(t),

которые при заданных R , L и Е(t) можно рассматривать как линейное дифференциальное уравнение I′(t) + 
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с начальным условием

I(0) = 0.                                      (25)


С л у ч а й   а. При постоянном Е(t) = Е уравнение (24) с начальным условием (25) аналогично уравнению (20) с начальным условием (4). Решив его по формуле (21), найдем

I(t) =
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[image: image52.wmf]R

E

е
[image: image53.wmf]t

L

R

-

                              (26)


Из (26) следует, что с ростом времени t сила тока I(t) стремится к постоянному значению 
[image: image54.wmf]R
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. Таким образом, в установившемся режиме при постоянной э. д. с. источника тока сила тока постоянна и равна  
[image: image55.wmf]R
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. Другими словами, при постоянном э. д. с. источника тока возникающий в такой цепи ток «не замечает»  индуктивности и подчиняется закону Ома для замкнутой цепи постоянного тока.


С л у ч а й   б. При синусоидальной э. д. с. Е(t) = Е0sin ωt (Е0 и ω – постоянные) запишем уравнение (24) в виде I′(t) + kI(t) = α sin ωt (α, k и ω – постоянные), (27) введя обозначения: k = 
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Чтобы найти решение уравнения (27), умножим обе его части на отличный от нуля множитель е kt. Тогда его можно записать в виде: 
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(I(t) е kt)′ = α(
[image: image59.wmf]2

2

k

е

kt

+

v

(k sin ωt - 
ω cos ωt)′,

откуда получим

I(t) = Се – kt + 
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где С – произвольная постоянная. Учитывая начальное условие (25) и полагая
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получим решение уравнения (27),удовлетворяющее начальному условию (25), в виде

I(t) = 
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sin (ωt – β).                    (28)


Из формулы (28) видим, что в установившемся режиме, т. е. при t → ∞, в случае синусоидальной э. д. с.  источника тока, сила тока будет также синусоидальной и равна А sin (ωt – β), где А, ω, β – постоянные

3. Падение тел.

При падении тел в пустоте движение происходит прямолинейно под 

действием силы тяжести. При падении тел в воздухе движение можно считать прямолинейным, происходящим под действием силы тяжести и силы сопротивления воздуха, направленной вверх.


З а д а ч а. Найти скорость v (t) движения тела, падающего в воздухе на землю, считая силу сопротивления воздуха прямо пропорциональной скорости движения и начальную скорость равной v0 м/с.

Р е ш е н и е. Направим ось Оу вертикально вниз вдоль траектории падения тела. На тело будут действовать две силы: сила тяжести и сила сопротивления воздуха. Проекция силы тяжести на ось Оу равна mg, где m -  масса тела; проекция силы сопротивления воздуха на ось Оу, согласно условию задачи, равна – kv(t), где k- коэффициент пропорциональности. Проекция ускорения движения тела на ту же ось равна производной v′(t). На основании второго закона Ньютона будем иметь

mv′(t) = mg - kv(t) , или v′(t) + k1v(t) = g,            (29)

где k1 = 
[image: image66.wmf]m
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Уравнение (29) – линейное дифференциальное уравнение типа (20) с начальным условием v(0) = v0. По формуле (21) найдем его решение:

v(t) = (v0 - 
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Из этой формулы видно, что с возрастанием времени t скорость падения v(t)  будет приближаться к  значению 
[image: image70.wmf]k

mg

. Причем если v0 < 
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, то скорость v(t)   будет приближаться к значению 
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возрастая, а при  v0 >
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 - убывая. Например, при затяжном прыжке парашютиста после раскрытия парашюта скорость с течением времени будет, убывая, приближаться к значению  
[image: image74.wmf]k
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. Величина k зависит от диаметра купола парашюта. Это позволяет (при известном значении mg), сделать расчет так, чтобы скорость спуска парашютиста была безопасной для приземления. Обычно такая скорость равна 5 – 7 м/с.

З а д а ч а. Найти скорость v(t) движения тела, падающего в пустоте на землю, считая начальную скорость движения равной v0..


Р е ш е н и е. В этом случае сопротивление воздуха отсутствует и уравнение (29) видоизменяется

v′(t) = g.                      (30)

В результате интегрирования получим множество решений v(t) = gt + С, из которого найдем решение уравнения (30), удовлетворяющее заданному начальному условию v(0) = v0: v(t) = v0 + gt – результат, хорошо известный обучающимся из курса физики.

IV. Уравнение гармонического колебания


Если дифференциальное уравнение содержит вторую производную искомой функции и не содержит производных более высокого порядка, то оно называется дифференциальным уравнением второго порядка. Так же как и в случае уравнений первого порядка, наибольший интерес для приложений представляют линейные дифференциальные уравнения второго порядка, т. е. уравнения, линейные относительно искомой функции и ее производных. Частным случаем является уравнение гармонических колебаний

у′′(х) + а2у(х) = 0,                 (31)

где а > 0 – некоторая постоянная. Укажем метод решения таких уравнений. Пусть у(х) – некоторое решение уравнений (31), т. е. у′′(х) + а2у(х) = 0 – верное равенство. Умножив обе части этого равенства на 2у′(х), получим 2у′(х)у′′(х) + 2 а2у(х) у′(х) = 0, или (у′2(х) + а2у2(х))′ = 0, откуда следует, что у′2(х) + а2у2(х) = С, где С – произвольная постоянная. Так как С ≥ 0 (С равно сумме квадратов), то можно положить С = а2А2, где А – новая произвольная постоянная.


Итак, у(х) удовлетворяет дифференциальному уравнению первого порядка у′2(х) = а2(А2 – у2(х)), равносильному совокупности двух дифференциальных уравнений:

у′(х) = а
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у′(х) = - а
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записав уравнение (32) в виде
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 - а = 0, или (arcsin 
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 - ах)′ = 0, получим  arcsin
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 - ах = φ, где φ – новая произвольная постоянная. Отсюда имеем:

у(х) = А sin (ах + φ).                      (34)

Легко убедиться, что функция (34) является решением уравнения (31), следовательно, формулой (34) определяется множество всех решений дифференциального уравнения гармонических колебаний (31). Чтобы из множества решений (34) выделить определенное, надо указать произвольные постоянные А и φ. Для этого достаточно знать при некотором значении аргумента х0 значения искомой функции и ее производной: у(х0) = у0, у′(х0) = у′0. Они называются начальными условиями. Подставив их соответственно в (34) и в равенство у′(х) = аА cos (ах + φ) (оно получается дифференцированием соотношения (34)), придем к системе уравнений относительно А и φ:
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у0(х) = А sin (ах0 + φ)

у′0(х) = аА cos (ах0 + φ)

   Решив ее (считая А положительным, а φ удовлетворяющим условию -
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А = 
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Следовательно, решение уравнения (31) при начальных условиях

у(0) = у0,  у′(0) = у′0                            (35)

имеет вид

у(х) = 
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Заметим, что это будет единственное решение уравнения (31) при начальных условиях (35), ибо постоянные А и φ по этим условиям определяются  однозначно.


Дифференциальное уравнение гармонических колебаний возникает при изучении различных колебательных процессов: колебания маятника, антенны, рессоры, качки корабля и т. д. Рассмотрим некоторые примеры.

1. Колебания под действием упругой силы пружины
З а д а ч а. На вертикальной пружине закреплен груз массы m г. Груз 

выведен из положения равновесия и затем отпущен. Найти закон движения груза, пренебрегая массой пружины и сопротивлением воздуха.

Р е ш е н и е. Направим ось Ох вниз по вертикальной прямой, проходящей через точку подвеса груза в положении равновесия, которую примем за начало координат (см. рис 3.). Обозначим через х(t) отклонение груза от положения равновесия в момент времени t. Пусть в начальный момент (t = 0) это отклонение равно х0, а скорость движения - х′0, т. е. 

х(0) = х0,   х′(0) = х′0              (37)

Это – начальные условия.

                                        [image: image86.jpg]


Рис.3
Составим дифференциальное уравнения движения груза, опираясь на второй закон Ньютона: 
[image: image87.wmf]F
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, где 
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 - результирующая всех сил, приложенных к грузу. В данном случае она составляется из силы тяжести и силы упругости пружины.
    Движение вдоль оси Ох определяется проекцией Fх силы 
[image: image89.wmf]F

r

 на эту ось.
Известно, что при небольших отклонениях груза от положения равновесия эта проекция пропорциональна величине отклонения, т. е. Fх = - kx(t)3, k > 0. Знак минус указывает на то, что проекция Fх и отклонение х(t) имеют противоположные знаки. Таким образом, уравнение движения груза запишется в виде: maх = - kx(t), где ах – проекция ускорения 
[image: image90.wmf]а

r

 на ось Ох. Обозначив отношение 
[image: image91.wmf]m
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через ω2  и приняв во внимание равенство ах = х′′(t) и начальные условия (37), получим дифференциальное уравнение

х′′(t) + ω2 х(t) = 0               (38)

движение груза с начальными условиями (37). Оно аналогично дифференциальному уравнению (31) с начальными условиями (35). Запишем его решение по формуле (36)
х(t) = 
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Формула (39) выражает закон движения груза. Из нее видно, что груз совершает гармонические колебания около положения равновесия (отсюда и название уравнения). Частота и период колебания соответственно равны ω = 
[image: image94.wmf]m
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; T = 
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, или Т = 2π
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. Как видим, частота ω и период колебания Т зависят только от жесткости пружины и от массы груза. Иными словами, период колебания и частота определяются свойствами самой системы. Амплитуда же колебаний         А = 
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 и начальная фаза φ = atctg 
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 зависит также от начального состояния колеблющейся системы, т. е. от х0 и х′0.

2. Колебательный контур
Колебательным контуром называют электрическую цепь, которая состоит 

из конденсатора и катушки, присоединенной к обкладкам конденсатора.


Если конденсатор присоединить к батарее, то его пластины получат некоторый заряд и на его обкладках возникнет разность потенциалов. После присоединения заряженного таким образом конденсатора к катушке он начнет разряжаться, и в цепи появится электрический ток. Однако сила тока благодаря явлению самоиндукции будет увеличиваться постепенно и достигнет своего наибольшего значения, когда конденсатор полностью разрядится. При этом в силу явления самоиндукции ток исчезнет не сразу. Постепенное уменьшение силы тока вызовет перезарядку обкладок конденсатора. Когда ток исчезнет, обкладки конденсатора окажутся перезаряженными, система вернется в исходное состояние и процесс пойдет в обратном направлении. Возникнут электрические колебания.

З а д а ч а. Последовательно включены конденсатор емкости СФ, катушка с индуктивностью L Гн. В начальный момент (t = 0) заряд конденсатора равен q0 Кл, а через катушку течет ток I0 А. Найти закон изменения силы тока в цепи (сопротивлением пренебречь).
Р е ш е н и е. Обозначим через q(t) заряд конденсатора, через I(t) силу тока в момент времени t. Так как q′(t) = I(t), то для решения задачи достаточно найти q(t). в колебательном контуре нет активного сопротивления R и нет источника тока, следовательно, в выражении (23) R = E(t) = 0. Поэтому имеем соотношение         UL + UC = 0, где UC = 
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В результате получим дифференциальное уравнение второго порядка

q′′(t) + 
[image: image100.wmf]LC
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 = 0                       (40)

с начальными условиями q(0) = q0, q′(0) = I0, аналогичное уравнению (31) – (35). Поэтому его решение находим по формуле (36)

q(t) = 
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Продифференцировав соотношение (41) по t, найдем силу тока в цепи:

I(t) =  
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Из этой формулы видим, что I(t) меняется периодически, т. е. в цепи будут происходить электрические колебания с частотой 
[image: image105.wmf]L

С

1

= ω и периодом Т =2π
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.
Замечаем, что частота и период колебаний не зависят от начальных условий, а определяются параметрами электрической цепи: индуктивностью катушки и емкостью конденсатора.

Задачи  для самостоятельной работы.

1. Решить уравнение:

a. у′ - 2у = 0,  у(1) = 12

б)  у′ + 2у = 6,  у(0) = -1

в)  у′ = ах + bу;

г)   у′ + ху = 0

д)  у′ + ху = х,  у(0) = 2

Ответ: а) у = 12е2(х -1);       б) у = - 4е- 2х + 3       в) у = Сеbх - 
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г) у = Се
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                д) у = 1+ е
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2.  Период полураспада некоторого радиоактивного вещества равен 1000 лет. Сколько останется этого вещества через 2000 лет, если первоначально его было М0 г; через 500 лет?

          Ответ: М(2000) = 
[image: image111.wmf]4
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г; М(500) = М0
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3. При брожении скорость прироста действующего фермента пропорциональна его начальному количеству. Найти закон образования фермента, если при t = 0 его имелось у0 кг?
          Ответ: у(t) = у0еkt кг., k > 0

4. Чему равно первоначальное количество фермента при брожении, если через 3 ч после начала брожения количество фермента составляло 0,5 кг, а через 7 ч – 2 кг.

           Ответ: у(t) = 2
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кг, у0 = 
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5. Стекло толщиной 1 м поглощает 
[image: image115.wmf]4

1

количества света, проходящего через него. Какой толщины нужно взять стекло, чтобы оно поглощало 1% проходящего света?

             Ответ: ≈ 0,035 м.

6. Через сосуд емкостью 10 л, наполненный водным раствором соли, протекает вода со скоростью 1 л в мин. Сколько соли будет в растворе по истечении 20 мин, если в начальный момент ее было 1 кг?

              Ответ: А(20) ≈ е-2 кг ≈ 136 кг?
7. Температура внешней среды 0˚С. Какой была начальная температура нагретого тела, если через час после начала охлаждения его температура понизилась в три раза, а через два часа стала равной 4˚С?

            Ответ: 36˚С

8. Температура вынутого из печи хлеба в течение первых 20 мин падает от 100˚ до 60˚. Температура воздуха равна 25˚. Какой будет температура хлеба через 40 мин?

           Ответ: 
[image: image116.wmf]»

 41,3˚С.

9. Определить путь, пройденный прямолинейно движущимся телом за время t, если его скорость пропорциональна проходимому пути и если за первые 20 с тело прошло 400 м, а за следующие 15 с оно прошло 2800 м.

          Ответ: S(t) = 25·2
[image: image117.wmf]5
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 м.

Мы рассмотрели качественно различные физические явления, при исследовании которых приходится решать аналогичные дифференциальные уравнения первого или второго порядка. Это обстоятельство имеет не только философское значение, подтверждая единство природы, и не только естественнонаучное значение, подчеркивая силу математических методов в естествознании. Оно имеет и большое практическое значение. Аналогичность дифференциальных уравнений, относящихся к различным явлениям жизни, привела к важному методу решения практических задач – методу математического моделирования. Дифференциальное уравнение, возникшее при рассмотрении какой–нибудь технической задачи, моделируют, например, электрическим прибором, т. е. конструируют такой электроприбор, работа, которого описывается тем же дифференциальным уравнением, что и технический объект. Наблюдая за работой электроприбора, мы сможем судить о поведении искомой функции. Например, пусть некоторая механическая система состоит из вала, который через пружину и маховик, погруженный в вязкую жидкость, передает вращение другому валу, жестко связанному с маховиком. Для изучения работы этой системы конструируется другая система – электрическая, состоящая из источника э. д. с., соединенного через катушку индуктивности, конденсатор и активное сопротивление со счетчиком электрической энергии. При этом можно так подобрать значения индуктивности, емкости и сопротивления, чтобы они определенным образом соответствовали упругости пружины, инерции маховика и трению жидкости.

При таком соответствии обе системы будут описываться одним и тем же дифференциальным уравнением. В результате, измеряя силу тока и величину напряжения, можно судить о работе первой (механической) системы.

� EMBED Equation.3  ���
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