Приложение 1

Комментарии к некоторым мультфильмам Андреева
1) Magnitski (1мин. 55сек.)

В год основания Московского Университета (1755г.) Михайло Васильевич Ломоносов написал о Петре I: "К великим Своим намерениям премудрый монарх предусмотрел за необходимо нужное дело, чтобы всякого рода знания распространить в Отечестве и людей, искусных в высоких науках…".

Одним из таких «людей, искусных в высоких науках», был Леонтий Филиппович Магницкий.

При огромном участии Петра в России в 1703 году выходит первый отечественный учебник по математике, написанный Магницким. Назывался этот учебник "Арифметика". 

"Арифметика, сиречь наука числительная. С разных диалектов на славянский язык переведенная, и воедино собрана и на две части разделенная"

Труд Леонтия Филипповича не был переводным, аналогов учебника в то время не существовало. Это была уникальная книга. 

Учебник содержит более 600 страниц и включает в себя как самые начала — таблицу сложения и умножения десятичных чисел, так и приложения математики к навигационным наукам.

В учебнике рассматривается и геометрия. Например, теорема Пифагора изучается на задаче, что есть башня некоторой высоты и лестница определенной длины. Насколько нужно отодвинуть нижний конец лестницы, чтобы ее верх совпал с верхом башни? Изучается и геометрия окружности, вписанных многоугольников ...

Все задачи, используемые в книге, жизненные. И заканчивается "Арифметика" также приложениями изученного материала к жизни. В частности, использованием логарифмических таблиц в навигационном деле.

Вторым российским учебником по математике была Геометрия, переведенная в 1708 году с немецкого Я.В. Брюсом. Идет Северная война и в перерывах между сражениями Петр I лично редактирует учебник. Присланная им Брюсу рукопись испещрена поправками, пометками, вставками и дополнениями "в премногих местах". Царь дал учебнику и новое название.  

Во втором издании этой книги, вышедшем под названием "Приемы циркуля и линейки", третья часть  содержала тексты русских авторов, а глава о построении солнечных часов была написана Петром I.

К  разворотам учебника, представленным в ролике, а также к ситуации в России удивительным образом подошли известные цитаты, которые вы видели в процессе просмотра ролика.

"Математика — царица наук, арифметика — царица математики". К.Ф. Гаусс.

"Завести по правилам артиллерию, ..., к чему немалые знания геометрии, механики и химии требуются...". М.В. Ломоносов.

"... мы проиграли русским за школьной партой". Дж. Кеннеди.


2) m2 mazda small (6мин. 17сек.)

Проектор 8 миллиметровой кинопленки Луч-2. Именно он был в каждом доме, где сами снимали и смотрели киноэтюды. 

Колесо… Окружность. Одним из свойств окружности является ее постоянная ширина. Проведем две параллельные касательные и зафиксируем расстояние между ними. Начнем вращать. Кривая (в нашем случае окружность) постоянно касается обеих прямых. Это и есть определение того, что замкнутая кривая имеет постоянную ширину.

Зададимся вопросом: бывают ли кривые, отличные от окружности и имеющие постоянную ширину?
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Рассмотрим правильный треугольник. На каждой стороне построим дугу окружности, радиусом равным длине стороны. Эта кривая и носит имя "треугольник Рело". Оказывается, она тоже является кривой постоянной ширины. Как и в случае окружности проведем две касательные, зафиксируем расстояние между ними и начнем их вращать. Треугольник Рело постоянно касается обеих прямых. Действительно, одна точка касания всегда расположена в одном из "углов" треугольника Рело, а другая на противоположной дуге окружности. Значит, ширина всегда равна радиусу окружностей, т.е. длине стороны изначального правильного треугольника. 
В житейском смысле постоянная ширина кривой означает, что если сделать катки с таким профилем, то книжка будет катиться по ним, не шелохнувшись.

Однако колесо с таким профилем сделать нельзя, так как центр такой фигуры описывает сложную линию при качении фигуры по прямой.
А бывают ли какие-то еще кривые постоянной ширины? Оказывается их бесконечно много.

На любом правильном нечетном n-угольнике можно построить кривую постоянной ширины по той же схеме, что был построен треугольник Рело. Из каждой вершины, как из центра, проводим дугу окружности на противоположной вершине стороне. Примером такой фигуры может служить английская монета в 20 пенсов, имеющая форму кривой постоянной ширины, построенной на семиугольнике. 
Вот одна из решенных современных задач. Рассмотрим произвольный набор пересекающихся прямых. Рассмотрим один из секторов. Проведем дугу окружности произвольного радиуса с центром в точке пересечения прямых, определяющих этот сектор. Возьмем соседний сектор, и с центром в точке пересечения прямых, определяющих его, проведем окружность. Радиус подбирается такой, чтобы уже нарисованный кусок кривой непрерывно продолжался. Будем так делать дальше. Доказать, что при таком построении кривая замкнется и будет иметь постоянную ширину. Докажите это! 
Еще несколько интересных фактов про кривые постоянной ширины:

- все кривые данной постоянной ширины имеют одинаковый периметр;

- окружность и треугольник Рело выделяются из всего набора кривых данной ширины своими экстремальными свойствами: окружность ограничивает максимальную площадь, а треугольник Рело — минимальную в классе кривых данной ширины. (Например, если делать колонны с сечением круг или треугольник Рело, то, соответственно, круглые колонны будут занимать большую площадь).
Оказывается, что треугольник Рело имеет интересные приложения в механике.

Это Мазда RX-7. В отличие от большинства серийных машин в ней (а также в модели RX-8) стоит треугольник Релороторный двигатель Ванкеля. Как же он устроен внутри? В качестве ротора используется именно ! Между ним и стенками образуется три камеры, каждая из которых по очереди является камерой сгорания. Вот вспрыснулась синяя бензиновая смесь, далее из-за движения ротора она сжимается, поджигается и крутит ротор. Роторный двигатель лишен некоторых недостатков поршневого аналога - здесь вращение передается сразу на ось и не нужно использовать коленвал.

А это — грейферный механизм. Он использовался в кинопроекторах. Двигатели дают равномерное вращение оси, а чтобы на экране было четкое изображение, пленку мимо объектива надо протянуть на один кадр, дать ей постоять, потом опять резко протянуть и так 18 раз в секунду. Именно эту задачу решает грейферный механизм. Он основан на треугольнике Рело, вписанном в квадрат. Вот такие интересные применения, казалось бы, чисто математической задачи используют люди.

3) moloko small (3мин. 44сек.)
Вы, конечно, не можете помнить, а вот ваши учителя наверняка вспомнят, как выглядел пакет молока в советское время? 

Он был в виде тетраэдра (правильной треугольной пирамиды). Изобрела пакеты в виде тетраэдра фирма ТетраПак в 40-х годах XX века, откуда и берет свое название (сегодня на множестве упаковок мы можем видеть ее логотип). В те годы эта фирма сделала два важных нововведения. Во-первых, жидкие продукты начали наливать в картон. Во-вторых, изготовление тетраэдральных пакетов было настолько простым, что его можно было поместить прямо на молокозаводах.

А теперь поставим экономическую по смыслу, но математическую по решению задачу: можно ли из куска картона, из которого сделан этот молочный пакет, сделать пакет с большим объемом, чем сам тетраэдр?
Математически задача формулируется так: можно ли из развертки тетраэдра сделать многогранник с большим объемом? 

Российский ученый математик Александр Данилович Александров, умерший в 1999г., т.е. почти наш с вами современник, много занимался геометрией выпуклых тел. И по его теореме выпуклый многогранник с той же разверткой, но большим объемом сделать нельзя. Но, может быть, можно сделать невыпуклый многогранник с большим объемом?

Удивительно, но оказывается, что можно!

Давайте проследим за конструкцией, предложенной Дэвидом Бликером в 1996 году. Разведем грани и на каждой добавим дополнительные вершины и ребра. Возьмем центральный правильный треугольник, определенный соотношением, что его сторона в два раза больше расстояния от его вершины до стороны грани. Проведем дополнительные ребра.

Те же построения сделаем на каждой грани. Изогнем каждую грань следующим образом — углы и середины сторон в сторону центра, а центральный треугольник — от центра. Все грани изогнуты одинаково, и их можно склеить в многогранник. Некоторые новые грани лежат в одной плоскости и ребра между ними исчезают.

Подсчитаем объем получившегося многогранника. Для этого разобьем его на части. Полученный многогранник состоит из 4 одинаковых шестиугольных пирамидок и фигуры, которая является усеченным тетраэдром. Чтобы проще посчитать объем, добавим усеченные у тетраэдра углы — маленькие тетраэдры, а от получившегося значения объема отнимем объем добавленных кусочков.

Оказывается, что объем полученного таким способом многогранника больше, чем на 37.7 процентов превосходит объем изначального тетраэдра, имеющего ту же развертку! Т.е. из куска картона, из которого делались тетрадральные пакеты, можно делать пакеты которые вместительнее более чем на треть! И, таким образом, с точки зрения экономики при тех же затратах на упаковку, можно продать большое количество молока.

Удивительно, но тетраэдр не является исключением. Оказывается, что из развертки любого выпуклого многогранника с треугольными гранями можно сделать невыпуклый многогранник с большим объемом. Это утверждение сформулировал в теорему Дэвид Бликер и доказал ее всего лишь в 1996г., т.е. по меркам математики совсем недавно. Бликер так же привел алгоритм, как это делать. 

4) octahedrons small (4мин. 41сек)
Можно ли из одинаковых граней сложить выпуклый и невыпуклый многогранники? Конечно, можно. Например, таким образом, как на экране.

Пусть из одинаковых наборов граней удалось сложить выпуклый и невыпуклый многогранник.  Тогда вопрос: у которого из них объем будет больше? Как выяснилось, ответ «всегда у выпуклого» - неверен.

Оказывается, можно так подобрать грани, что объем невыпуклого многогранника будет больше объема выпуклого, составленного из тех же граней. В этом фильме рассказывается о наилучшем известном на сегодняшний день таком примере. 

Итак, рассмотрим два треугольника (точные длины сторон будут указаны в конце фильма), которые и будут гранями будущих многогранников. Как мы видим, каждый треугольник одновременно становится гранью и в одном и в другом многограннике. Тот многогранник, который строится слева, будет выпуклым, тот, что справа - невыпуклым.

Оба построенных многогранника - октаэдры (хотя и неправильные), т.е. имеют по 6 вершин и 8 граней. 

Как можно в житейском смысле определить объем этих многогранников? (Ответ: налить воды) Правильно, это то, сколько жидкости может быть налито внутрь них. Отрежем вершинки и нальем внутрь каждого многогранника воду. Выпуклый многогранник уже наполнился, а невыпуклый - еще нет. Но возможно вода наливалась с разной скоростью: чтобы правильно сравнить объемы, выльем жидкость из каждого многогранника в одинаковые стаканы. Уровень воды в правом стакане выше, чем в левом, значит, объем невыпуклого многогранника действительно больше объема выпуклого.

Если посчитать аккуратно, то можно вычислить, что отношение объема невыпуклого многогранника к объему выпуклого равно 1,163. Т.е. на 16,3% больше.


В этом можно убедиться самостоятельно. Приведены длины сторон треугольников, из которых составлены октаэдры. А также координаты их вершин, если центр октаэдров расположить в начале координат.

Этот конкретный пример предложил в 2002г. один из аспирантов мехмата МГУ. На сегодняшний день это лучший пример. Однако до сих пор неизвестно, насколько большим может быть отношение объема невыпуклого многогранника к объему выпуклого, составленного из тех же граней. Этот вопрос еще ждет своего исследователя!


5) m5 radio small (1мин. 39сек) ?
Орбита спутника носит название геостационарной, если при вращении Земли спутник всегда висит над одной и той же точкой над земной поверхностью. Такие орбиты зачастую используются в системах связи.

Спутник, который Вы видите на картинке, является символом космического освоения нашей страны. Это СОЮЗ-ТМ.

А вот так в какой-то момент выглядела заставка программы "Время" - основной информационной телепрограммы страны. Как же передается информация?

Этот мультфильм как раз нам и расскажет о том, как происходит процесс передачи сигнала, например, современного спутникового телевидения.

Проведем прямую и назовем ее директрисой. Возьмем точку вне нее. Построим параболу. Мы привыкли, что парабола – это график квадратичной функции. Но еще параболу определяют, как геометрическое место точек, равноудаленных от данной прямой  и данной точки. Эту точку называют фокусом. Используя это правило, построим теперь параболу.

Если направить на параболу лучи света, параллельные ее оси симметрии, то все лучи соберутся в фокусе параболы. Это свойство и называется оптическим свойством параболы.

Верно и обратное. Если поместить лампочку в фокус, то лучи, отразившись от параболы, пойдут параллельно, причем граница света будет прямой.

Теперь провращаем параболу относительно ее оси симметрии, и у нас получится уже поверхность вращения, которая называется параболоид. Так как в любом сечении плоскостью, содержащей ось симметрии, получается одна и та же парабола, то оптическое свойство верно и для параболоида. Если поместить лампочку в фокус параболоида, то лучи, отразившись от поверхности, пойдут параллельно друг другу. Обратное тоже верно.

Именно это свойство используется в спутниковых параболических антеннах. И именно поэтому они называются параболическими. Так как спутник находится очень далеко от антенны, то лучи можно считать почти параллельными, и приемник сигнала ставится в фокус параболоида. Вот таким образом происходит процесс передачи сигнала.


6) m3 origami small (3мин. 05сек.)
На листе бумаги нарисовали произвольный многоугольник. Можно ли так сложить лист бумаги, чтобы вырезать многоугольник одним прямолинейным разрезом?

Рассмотрим простейший случай - произвольный треугольник. 

Проведем биссектрисы и из точки их пересечения, опустим перпендикуляры на стороны треугольника. По этим лучам и будем сгибать лист бумаги. Все границы треугольника – стороны - оказались лежащими на одной прямой. Сделаем вдоль нее прямолинейный разрез.

Развернем отрезанный уголок — это наш изначальный треугольник. Если развернуть оставшуюся часть листа, то видно, что ничего лишнего не вырезано - дырка тоже имеет вид изначального треугольника.

Нарисуем пятиконечную звезду. Это невыпуклый многоугольник с 10 вершинами. Однако, в этом случае, задача облегчается симметричностью звезды. Проведем лучи, исходящие из центра и проходящие через вершины. По этим лучам сложим лист бумаги. Отрежем уголок. После разворачивания получим вырезанную звезду и дырку в виде звезды.

Многоугольник, нарисованный в начале фильма, тоже может быть вырезан одним прямолинейным разрезом. 

В 1998 году Эриком Демейном была доказана общая Теорема:
Всегда можно так сложить лист бумаги, что любой многоугольник, нарисованный на нем, будет вырезаться одним прямолинейным разрезом.


7) m10 cycloid small (2мин .46сек. - после этого времени остановить)
Помните оранжевые пластмассовые катафоты - светоотражатели, прикрепляющиеся к спицам велосипедного колеса? Прикрепим такой отражатель к самому ободу колеса и проследим за его траекторией. Полученные кривые принадлежат семейству циклоид.

Колесо при этом называется производящим кругом (или окружностью) циклоиды.

Но давайте вернемся в наш век и пересядем на более современную технику. На пути байка попался камушек, который застрял в протекторе колеса. Провернувшись несколько кругов с колесом, куда полетит камень, когда выскочит из протектора? Против направления движения мотоцикла или по направлению? 
Как известно, свободное движение тела начинается по касательной к той траектории, по которой оно двигалось. Касательная к циклоиде всегда направлена по направлению движения и проходит через верхнюю точку производящей окружности. По направлению движения полетит и наш камушек.

Вы спросите, а как же камни, отлетающие в лобовое стекло идущей сзади машины? Это те, которые на самом деле не крутились с колесом, а были сразу выброшены из под него. 

Помните, как Вы катались в детстве по лужам на велосипеде без заднего крыла? Мокрая полоска на вашей спине является житейским подтверждением только что полученного результата.

Век XVII - это век циклоиды. Лучшие ученые изучали ее удивительные свойства.

Вот один из интересных вопросов: Какая траектория приведет тело, движущееся под действием силы тяжести, из одной точки в другую за кратчайшее время? 
Действительно, первое, что приходит на ум - это прямолинейная траектория. Давайте также рассмотрим перевернутую циклоиду. А также предложенную Галилео Галилеем четвертинку окружности, соединяющую наши точки.

Проведем эксперимент. Сделаем бобслейные трассы с рассмотренными профилями и проследим, какой из бобов приедет первым.

Итак, дадим старт нашим четверкам. Какой же боб первым приедет к финишу? Боб зеленого цвета, выступающий за команду Математических этюдов и катившийся по циклоидальной горке приходит первым!

Почему же Галилео Галилей рассматривал четвертинку окружности и считал что это наилучшая в смысле времени траектория спуска? Он вписывал в нее ломанные и заметил, что при увеличении числа звеньев время спуска уменьшается. Отсюда Галилей  естественным образом перешел к окружности, но сделал неверный вывод, что эта траектория наилучшая среди всех возможных. Как мы видели, наилучшей траекторией является циклоида.

Еще одна красивая задача, связанная с циклоидой - задача о таутохроне. В переводе с греческого тауто означает одинаковое, хрона, как мы уже знаем — время. 

Сделаем три одинаковые горки с профилем в виде циклоиды, так, чтобы конец горки приходился в вершину циклоиды. Поставим три боба на разные высоты и дадим отмашку. 
Удивительнейший факт — все бобы приедут вниз одновременно!

Задача о таутохроне состоит в нахождении такой кривой, что, начиная с любого начального положения, время спуска в заданную точку будет одинаковым. 

В XVII веке нидерландский ученый физик и математик Христиан Гюйгенс доказал, что единственной таутохроной является циклоида.

8) «m6 binarea small» - показ мультфильма на втором уроке в рамках занятия по теме «Удивительные площади»

Площадь квадрата, как известно, равна квадрату длины его стороны. Легко посчитать площадь фигуры, разбивающейся на несколько квадратов. А чему равна площадь фигуры, ограниченной произвольной кривой?

Наложим на изучаемую фигуру квадратную сетку.

Покрасим в желтый цвет квадраты, которые хотя бы частично пересекаются с фигурой. Чтобы зрительно увидеть и подсчитать площадь, занимаемую желтыми квадратами, сложим из них прямоугольник. Очевидно, что величина, которую мы хотим назвать площадью изучаемой фигуры, меньше площади этого желтого прямоугольника. 

В синий цвет покрасим те квадраты, которые полностью лежат внутри нашей фигуры. Таких квадратов набралось, конечно, меньше, чем желтых. Выложим и из них прямоугольник. Площадь нашей фигуры больше площади этого синего прямоугольника.
Итак, то, что мы хотим назвать площадью изучаемой фигуры, больше площади синего прямоугольника и меньше площади желтого. Но площади этих двух прямоугольников сильно различаются, и пока мы плохо представляем, какова же искомая площадь.

Для того, чтобы получить более точные нижнюю и верхнюю границы искомой величины, рассмотрим сеточку из более маленьких квадратов. Повторим предыдущие действия. В желтый покрасим те квадраты, которые хотя бы частью пересекаются с фигурой. В синий - те, которые полностью лежат внутри фигуры. Снова площадь фигуры больше площади синего прямоугольника и меньше площади желтого. Но в этот раз, взяв более мелкую сетку, мы получили более точные границы.

Рассматривая еще более мелкую сетку, мы получим еще более точные верхнюю и нижнюю границы площади изучаемой фигуры.

Будем продолжать уменьшать ячейки сетки, делая их все мельче и мельче так, чтобы сторона квадратиков, из которых она составлена, стремилась к нулю. Абстрагировавшись от реальности, в математической модели считается, что делать квадратики можно сколь угодно маленького размера. Тогда, как говорят, в пределе, желтый и синий многоугольники окажутся равными. Рассмотрим прямоугольник, составленный из половинок синего и желтого прямоугольников (можно было рассмотреть и любой из них). 

Площадью изучаемой фигуры по определению называется площадь двуцветного прямоугольника.

