ЗАНЯТИЕ 1. ПОНЯТИЕ ФУНКЦИИ. СПОСОБЫ ЗАДАНИЯ ФУНКЦИИ.

Большинство математический понятий прошли долгий путь развития. Сложный путь прошло и понятие функции. Оно уходит корнями в ту далекую эпоху, когда люди впервые поняли, что окружающие их явления взаимосвязаны. Они знали, чем больше они наловят рыбы, тем дольше племя будет избавлено от голода, чем дольше горит костер, тем теплее. Идея зависимости величин восходит к древней науке. Сам термин “функция” возник лишь в 1664 году в работах немецкого ученого Лейбница, только его ученик Бернулли в 1718 году дал определение функции свободное от геометрических образов. Леонард Эйлер определяет функцию так: “Величины, зависящие от других так, что с изменением вторых меняются и первые, называется функцией”.
Функции являются одним из основных понятий современной математики. Дифференциальное и интегральное исчисления широко используются не только в математике, но и в ряде смежных наук – физике, химии, экономике и даже биологии. Фактически, все точные науки базируются на понятии «функция».

Понятие числовой функции 

Среди всего многообразия явлений природы существуют такие, в которых взаимосвязь величин настолько тесна, что, зная значение одной из них, можно определить и значение другой.

Пусть задано числовое множество 
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Если каждому числу поставлено в соответствие единственное число y, то говорят, что на множестве D задана числовая функция: 

y = f (x), [image: image2.png]xED




Множество D называется областью определения функции и обозначается D (f (x)). Множество, состоящее из всех элементов f (x), где [image: image3.png]x €D,



называется областью значений функции и обозначается E (f (x)).

Число x часто называют аргументом функции или независимой переменной, а число y – зависимой переменной или, собственно, функцией переменной x. Число [image: image4.png]


  соответствующее значению [image: image5.png](7).
D
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называют значением функции в точке [image: image6.png]


и обозначают [image: image7.png]


или [image: image8.png]7@

x= 1,




Для того чтобы задать функцию f, нужно указать:

1) ее область определения D (f (x));

2) указать правило f, по которому каждому значению [image: image9.png]x €D



ставится в соответствие некоторое значение y = f (x).

Запись [image: image10.png]flx)=2"-1



 [image: image11.png]xe-1 2]



 означает, что D (f (x)) = [–1; 2]. Если область определения не указана, то за область определения принимают множество всех значений аргумента, для которых данное выражение имеет смысл. Область определения иногда еще называют областью допустимых значений функции (ОДЗ). Для нахождения ОДЗ функции нужно проанализировать данное соответствие и установить встречающиеся запретные операции (деление на нуль, возведение в рациональную степень отрицательного числа, логарифмические операции над отрицательными числами и т. п.).

Функции f и g называются равными, если они имеют одну и ту же область определения D и для каждого [image: image12.png]x €D



значения этих функций совпадают. В этом случае пишут f (x) = g (x), [image: image13.png]x €D



или f = g. Если же значения этих функций совпадают лишь на некотором множестве [image: image14.png]


 [image: image15.png]€ Df(x)




 и [image: image16.png]€ Digl),




то говорят, что функции равны на множестве [image: image17.png]


  Так, например, функции f = 1 и [image: image18.png]g=sin “x + cos %



равны на всем множестве [image: image19.png]


, а функции [image: image20.png]7= ()’



и g = x равны на множестве [image: image21.png]


 

Пусть функции f (x) и g (x) определены на одном и том же множестве D. Тогда функция, значения которой в каждой точке [image: image22.png]x €D



равны f (x) + g (x), называется суммой функций  f и g и обозначается f + g. Точно так же определяются разность  f – g, произведение  f · g и частное  f / g двух функций (частное определено на множестве D, если на этом множестве g (x) ≠ 0). 

Пусть функции y = g (x) и z = f (y) определены на множествах D и E соответственно, причем множество значений функции f содержится в области определения функции g. Тогда функция, принимающая при каждом [image: image23.png]x €D



значение f (g (x)), называется сложной функций или суперпозицией функций f и g и обозначается [image: image24.png]fog



Так, функция z = sin (x – 1) является суперпозицией функций y = x – 1 и z = sin y. 
Важно отметить, что в общем случае суперпозиция [image: image25.png]fog



не совпадает с [image: image26.png]


; так, в нашем примере [image: image27.png]yez=sinx -1



, а [image: image28.png]zoy=sin(x - 1)




Функции могут задаваться различными способами. Самый распространенный из них – аналитический, когда числовая функция задается при помощи формулы. Вот некоторые примеры.

· Формулой S (r) = πr2 задается функция зависимости площади круга от радиуса. 

· Функция ºF (ºC) определяет перевод температуры из градусов Цельсия в градусы Фаренгейта: [image: image29.png]r=Zcim
o5




· Если деньги положены в банк под p процентов годовых, а сумма, положенная в банк изначально, равна [image: image30.png]


  то через n лет в банке будет [image: image31.png]


– функция от количества лет, на которые положены средства [image: image32.png]


 Эта формула называется формулой сложных процентов. 

· При равномерном движении скорость тела является функцией времени: s (t) = v · t. 

· Функция x (t) = A cos (ωt + φ) задает гармонические колебания. Здесь A – амплитуда колебаний, ω – круговая частота, φ – начальная фаза. 

· Функция [image: image33.png]


называется формулой радиоактивного распада. Здесь [image: image34.png]


– начальное количество радиоактивного вещества, m (t) – текущее, T – период полураспада. 

Функция может быть задана различными формулами на разных промежутках. Так, формулы 

f (x) = [image: image35.png]—xecnux <0,
0,
x ecnnx > 0.

, ectun x =0,




задают на множестве действительных чисел функцию f (x) = |x|, называемою модулем, а формулы 

f (x) = [image: image36.png]{0, ecnux & Q,

1, eciux € Q.




определяют функцию Дирихле. Иногда функция задается в виде таблицы численных значений. Наконец, функции могут задаваться при помощи графиков: 

Графиком функции y = f (x) в выбранной системе координат называется множество всех точек (x; y), для которых выполняется равенство y = f (x).

Для того, чтобы кривая на декартовой координатной плоскости была графиком функции, необходимо и достаточно, чтобы всякая прямая, параллельная оси ординат, либо не пересекалась с этой линией, либо пересекала ее в одной точке. Согласно этому определению окружность, например, не может быть графиком никакой функции, так как некоторым значениям x точек, принадлежащих этой кривой (например, абсциссе центра окружности), соответствуют два значения y.

Число a называется нулем функции f (x), если 

f (a) = 0.

График функции пересекает ось абсцисс в точках с абсциссами, равными нулям функций.

Эскиз графика может быть построен выбором на оси OX нескольких значений аргументов xi, построением точек (xi, f (xi)) и соединением этих точек линиями. Если графиком функции является достаточно плавная кривая, то, соединяя полученные точки гладкой линией, мы получим эскиз искомого графика.

	[image: image37.png]10
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	График функции y = [x]. 


Существуют функции, графики которых состоят из нескольких участков. К таковым, например, относится функция y = sign (x). График функции y = [x], где скобки означают взятие целой части числа, состоит из бесконечного количества отрезков. Наконец, ряд графиков функций не содержит ни одной «непрерывной» части. К таковым относится, например, числовая последовательность, которую можно определить как числовую функцию на множестве натуральных чисел [image: image38.png]xEN




Эскиз графика строится по нескольким точкам; линия эскиза графика на чертеже всегда конечной толщины (в то время как в математике линия графика считается бесконечно тонкой). Все это приводит к тому, что узнать значение функции по графику можно лишь приближенно. Тем не менее график является удобным средством для исследования функции и во многих случаях используется, чтобы визуально представить ход изменения функции.

СПОСОБЫ ЗАДАНИЯ ФУНКЦИЙ
( для записи в тетради учащихся)

[image: image111.wmf]x

Задать функцию y = f (x) – значит определить закон или правило, по которому для каждого конкретного значения аргумента x можно определить значение функции f(x).

	Способ задания
	Суть способа
	Примеры



	Табличный
	Для каждого конкретного значения аргумента указывается конкретное значение функции
	t, ч
	5
	6
	7
	8
	9

	
	
	T, oC
	-4
	1
	2
	5
	8

	[image: image112.wmf]y

Графический
	Представляется в виде некоторой кривой на координатной плоскости; указываются некоторые значения
	a) кардиограмма,

б)   график функции
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	Словесный
	Функциональная зависимость выражается словами
	Функция Дирихле:

[image: image116.wmf]3

3

3

sin

2

x

(

)

.

6

8

x

1, x – рацион.,

D(x)=
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E ( x ) - целая часть чис​ла x,

τ ( n ) - количество делите​лей числа n

	[image: image117.wmf]y

Аналитический
	Зависимость выражается в виде математической формулы.

Случаи задания: 

явно y = f ( x ),

неявно F ( x, y ) = 0,

параметрически:

x = φ ( t ),

y = ψ ( t ), α < t < β.

Системы координат:

а) декартова y = f ( x ),

b) полярная ρ = τ ( φ )
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[image: image39.wmf]
[image: image121.wmf]b


4)

Пример 1) представляет параболу, а 2)-4) – уравнения эллипса


 Примеры заданий для математического диктанта:

1. На рисунке схематически изображены графики двух зависимостей: 

1) зависимости длины одной стороны прямоугольника от длины другой его стороны при постоянной площади;

2) зависимости площади прямоугольника от длины одной из его сторон при постоянной длине другой стороны. 

Какой из них – I или II является графиком первой зависимости? 

Ответ: ____________________ 


[image: image40.emf]y x 0
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2. В оптовом магазине сахарный песок продается на следующих условиях: первые 30 кг по цене 20 р. за килограмм, а далее – по цене 10 р. за килограмм. Какой график соответствует этим условиям? (По горизонтальной оси откладывается масса купленного сахара, по вертикальной – стоимость покупки)

А. 
[image: image41.emf]m,кг
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1. На тренировке в 50-метровом бассейне пловец проплыл 200-метровую дистанцию. На рисунке изображен график зависимости расстояния между пловцом и точкой старта от времени движения пловца. Определите, какое расстояние проплыл пловец за 1 мин 40 с.

А. 30 м    

Б. 120 м  

В. 130 м 

Г. 175 м


[image: image45.emf]t, c
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ЗАНЯТИЕ 2. ГРАФИКИ ПРОСТЕЙШИХ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ И ИХ СВОЙСТВА.
Наглядный материал для занятия:

[image: image46.jpg]




[image: image47.jpg]



Прямые, параллельные осям координат.

Прямая  пропорциональность.

(у = k, х = m)






(у = kx )

[image: image122.wmf]0

[image: image123.wmf][image: image48.jpg]




[image: image49.jpg]



Линейная функция (у = kx + m, k<0) 

Линейная функция (у = kx + m, k>0)

[image: image50.jpg]
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График степенной функции[image: image124.wmf][image: image125.wmf]x
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График степенной функции с

с нечетным натуральным 
нечетным отрицательным целым
показателем y = x 2n+1
показателем y = x – (2n+1)
[image: image128.wmf]b
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[image: image53.jpg]



График степенной функции


График степенной функции 

с четным натуральным 



четным отрицательным целым
показателем y = x 2n




показателем y = x -2n
[image: image54.jpg]
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Квадратичная функция ax2 + bx + c = 0
График функции y = √‾x.
[image: image56.jpg]y=sn ()
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Синусоида y = sin x, 



Тангенсоида y = tg x,

косинусоида y = cos x.



котангенсоида y = ctg x.

ЗАНЯТИЯ 3-5. ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКОВ ФУНКЦИЙ f(x+a), f(x)+b, kf(x), f(mx). ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКОВ ФУНКЦИЙ - f(x), f(-x), -f(-x). 
Материалы  для данных занятий представлены в Приложении 2.
ЗАНЯТИЕ 6-7. ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКОВ ФУНКЦИЙ |f(x)|, f(|x|), |f(|x|)|.

1. Построение графика функции у = | f (х)|

Для построения графика функции у = | f (х)| сле​дует построить график функции у = f (х) и ту часть графика, которая расположена в нижней полуплоскости, отобразить относительно оси абс​цисс.

Пример :  Построить график функции у=|х2—3х+ 1|.
Построение
а) построим график функции у = х2 — Зх + 1;
б) в интервалах, где функция отрицательна, про​изводим отображение относительно оси абсцисс.
[image: image58.png]




2. Построение графика функции у =  f (|х|)

Для построения графика функции у =  f (|х|) сле​дует построить график функции у = f (х) при х ≥ 0 и  отобразить относительно оси ординат.

Пример  :  Построить график функции у=2|х|-3.
Построение
а) построим график функции у =2х-3 при х ≥ 0;
б) отображаем его относительно оси Оу.
[image: image136.wmf]0
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3. Построение графика функции у = | f (|х|)|.

Для построения графика функции у = | f (|х|)| сле​дует построить график функции у = f (х) и ту часть графика, которая расположена в нижней полуплоскости, отобразить относительно оси Ох, а затем и  отобразить симметрично относительно оси Оу.

Пример  :  Построить график функции у=| 2|х|-3|.
Построение
а) построим график функции у =2х-3;
б) отображаем ту часть графика, которая расположена в нижней полуплоскости, относительно оси Ох;

в) отобразим полученный график (при х ≥ 0) относительно оси Оу.
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ФУНКЦИИ, СОДЕРЖАЩИЕ ЗНАК МОДУЛЯ
( для записи в тетради учащихся)

	Вид аналитического выражения
	Алгоритм построения
	Примеры
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y = f ( | x | )
	1. Построить y=f(x), x>0.

2. Симметрично отобразить относительно оси Oy.

Линии разного формата показывают очередность построения на графике
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y = | f ( x ) |
	1. Построить y=f(x).
2. Части, расположенные ниже Ox, симметрично отобразить относительно этой оси
	

	y = | f ( | x | ) |
	Над построенным графиком y = f ( x ) провести последовательно преобразования:

1. f ( | x | ) = g ( x );

2. | f ( | x | ) | = | g ( x ) |

	[image: image159.wmf]1
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	Примеры


	Пример 1. 

Построим график функции у = | х|.
Решение: Строим график функции у = х и часть, графика, расположенную ниже оси Ох, отражаем симметрично относительно оси Ох.
	
[image: image61]

	Пример 2.

Построить график функции 

у =
[image: image62.wmf]2
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Решение: у = 
[image: image63.wmf]2
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= |0,5х - 3|. Строим график у = 0,5х – 3 и часть графика, расположенную ниже оси Ох, отображаем симметрично относительно оси Ох. 
	
[image: image64]

	Пример 3.

Построим график функции

 у =  |х - 1| + |6 + 3х|.

Решение: Находим корни подмодульных выражений: 2 и – 2. В результате ось Ох разбиваем на три промежутка, в каждом промежутке выражение, стоящее под знаком модуля, имеет определенный знак. Опускаем знаки модуля и берем выражение в каждом промежутке с соответствующим знаком:

1) x < -2, y = - (x - 1) - (6 + 3x) = - 4x – 5
2) -2 ≤ x < 1, y = - (x - 1) + (6+3x) = 2x + 7
x ≥ 1, y = x – 1 + 6 + 3x = 4x + 5
	
[image: image65]
Получим в каждом промежутке выражение функции без знака модуля. 

Строим график функции в промежутке. При правильном построении в области определения график должен представлять непрерывную линию.


Пример 4. Построить график функции у= ||х + 2| - 3|.

Решение: Воспользуемся правилами преобразования графиков. 

1. График функции у = х – биссектриса первого и третьего координатных углов. 

2. График функции у =  |х| получается из графика функции у = х отображением его части, расположенной ниже оси абсцисс (при x < 0) симметрично относительно оси абсцисс. 

3. График функции у = |х + 2| получается из предыдущего сдвигом влево по оси абсцисс на две единицы. 

4. Полученный график сдвигаем по оси ординат на 3 единицы вниз. Получаем график функции у = |х + 2| - 3. 

5. Часть его, расположенную ниже оси абсцисс, отображаем симметрично относительно этой оси. Итак, получаем график данной функции.

[image: image66.png]



     В процессе преобразований возникает следующая цепочка функций:

1) у = х;   2) у = |х|;  3) у =|х + 2|;  4) у = |х + 2|- 3;  5) у = ||х + 2|- 3|

     Исследуемая функция допускает другую форму записи
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Постройте графики функций:

1) у = |1 – 2х|

2) у = |х - 3|+ |х + 1|

3) у = ||х - 1|- 1|

4) у = 
[image: image68.wmf]1
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ПРИМЕРНЫЕ ВАРИАНТЫ КОНТРОЛЬНЫХ ЗАДАНИЙ
1. Решите уравнение: |х2 + 2х + 3|= 3х + 45

2. Решите уравнение: |х + 3|= |2х2 + х - 5|

3. Решите уравнение:  ||х + 3|- |х - 1||= 2 – х2
4. Решите неравенство: |х - 1|+ |х + 2|≤ 3

5. Решите неравенство: |х - |х - 2||< 3
6. Построить график функции: y = ||2 – x| - 4| 
ВОЗМОЖНЫЙ ВАРИАНТ КОНТРОЛЬНОЙ (САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ ) РАБОТЫ.

Вариант 1.

1. Постройте график функции и укажите ее свойства:

y= - 
[image: image69.wmf]7
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+

x

 +2.

2. Постройте график функции и укажите ее свойства:

y= 8(x-4)2 –3.

3. Постройте график функции:

y = |x2+3| 



4. Постройте график функции y=f(x), если

   ( 
[image: image70.wmf]5

1

x2,         -5 ( x ( 0;

f(x)= ( 4x,              0 ( x ( 3;


   ( - 3|x| + 3,   3 ( x (5.

5. Найдите количество корней уравнения: 


[image: image71.wmf]x

4

 = 2 | x - 1 |.


Вариант 2.
1. Постройте график функции и укажите ее свойства:

     y=  
[image: image72.wmf]6

7
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 - 4.

2. Постройте график функции и укажите ее свойства:

     y= - 6 ( x + 5)2 + 5.

3. Постройте график функции:

      y = |x2-5|. 
4. Постройте график функции y=f(x), если

      (- 4(x+2)2,         4 ( x ( 0;

              f(x)=  ( -16,               0 ( x ( 4;

      ( 4|x| - 32,          4 ( x (8.

5. Найдите количество корней уравнения: 

- 
[image: image73.wmf]x
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 = 2 | x + 2 |.

ЗАНЯТИЕ 8-9. ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКОВ СУММЫ, РАЗНОСТИ, ПРОИЗВЕДЕНИЯ, ЧАСТНОГО ФУНКЦИЙ.

1. График суммы (разности) функций у = f(х) ± g(х)
График следует строить по точкам, складывая или вычитая ординаты графиков функций f(х) и g(х), соответствующие одному и тому же значению аргумента.

Примеры:
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2. График произведения функций у= f(х) • g(х)
График следует строить по точкам, перемножая значения ординат, соответствующие одним и тем же значениям аргумента.

Пример:
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3. График частного двух функций y=f(x)/g(x).
Данную функцию можно представить так: y=f(x) • 1/g(x).Построение графика сводится к построению графи​ков функций y1=f(x)  и y2= 1/g(x)и далее по схеме умножения.

Пример:
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ :

Постройте графики следующих функций:

[image: image80.png]



ЗАНЯТИЕ 10. ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКА ДРОБНО-ЛИНЕЙНОЙ ФУНКЦИИ.

Функция вида [image: image81.png]ax+b
e td




 (a, b, c, d – некоторые постоянные) называется дробно-линейной. 



ВЫРОЖДЕННЫЕ СЛУЧАИ ДРОБНО-ЛИНЕЙНОЙ ФУНКЦИИ.

Если c = 0 и d ≠ 0, то эта функция преобразуется к линейной зависимости графиком которой является прямая линия 

Если c ≠ 0, но ad = bc, то выполняется пропорция [image: image84.png]als

Al o



откуда следует, что [image: image85.png]


на всей числовой оси за исключением [image: image86.png]


Графиком является прямая, параллельная оси абсцисс, с выколотой точкой x0.

. 



 


ПОСТРОЕНИЕ ДРОБНО-ЛИНЕЙНОЙ ФУНКЦИИ.

В дальнейшем мы будем рассматривать невырожденный случай дробно-линейной функции (c ≠ 0,  ad ≠ bc). В этом случае график функции можно построить, преобразовав функцию [image: image88.png]


: 

	[image: image89.png]ax+b

cx+d

a






Для этого нужно график функции [image: image90.png]


растянуть от оси абсцисс в [image: image91.png]be —ad




раз, после чего выполнить параллельный перенос, при котором начало координат (0; 0) переходит в точку [image: image92.png]



ЗАНЯТИЕ 11-12. ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКОВ ОБРАТНОЙ И СЛОЖНОЙ ФУНКЦИИ.

( для записи в тетради учащихся)

ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКОВ ОБРАТНОЙ И СЛОЖНОЙ ФУНКЦИЙ
	Вид функции
	Алгоритм построения

	Обратная:
y = f –1(x) 


	Дан график функ​ции:      y = f ( x ).
Первый способ

Искомый график можно получить, если симметрично отобразить дан​ный график отно​сительно прямой

x – y = 0.
Второй способ

Построить y = f ( -x).
Повернуть полу​ченный график на 900  относительно O(0,0) по часовой стрелке

	Сложная:

h = f ( g ( x ))

h = (f○g)(x)
	Даны функции y = f(u) и    u = g(x).

Строим в прямоугольной декартовой системе координат Oxy графики             у = f(x) - (1) и  y = g(x) - (2).
В точке Р(x,0) восстановим перпендикуляр до пересечения с графиком (2). Получим точку Q | PQ = =g(x). На оси Ox берем точку T, такую,  что OT= PQ. 

В точке T восстановим перпендикуляр до пересечения с графиком (1). Получим точку                       S | TS = f ( g (x)).
Опустим из S на PQ перпендикуляр. 

Получим точку M( x, f ( g (x)))


[image: image161.wmf]1





ЗАНЯТИЕ 13-14. ЗНАКОМСТВО С ПОЛЯРНОЙ СИСТЕМОЙ КООРДИНАТ. ОСОБЕННОСТИ ПОСТРОЕНИЯ ГРАФИКОВ ФУНКЦИЙ В ПОЛЯРНОЙ СИСТЕМЕ КООРДИНАТ.

Декартова система координат 

Системой координат называется совокупность одной, двух, трех или более пересекающихся координатных осей, точки, в которой эти оси пересекаются, – начала координат – и единичных отрезков на каждой из осей. Каждая точка в системе координат определяется упорядоченным набором нескольких чисел – координат. В конкретной невырожденной координатной системе каждой точке соответствует один и только один набор координат. 

Если в качестве координатных осей берутся прямые, перпендикулярные друг другу, то система координат называется прямоугольной (или ортогональной). Прямоугольная система координат, в которой единицы измерения по всем осям равны друг другу, называется ортонормированной (декартовой) системой координат (в честь французского математика Рене Декарта).

	



	

	Декартова система координат.


В элементарной математике чаще всего рассматривается двухмерная или трехмерная декартова система координат; координаты обычно обозначаются латинскими буквами x, y, z и называются, соответственно, абсциссой, ординатой и аппликатой. Координатная ось OX называется осью абсцисс, ось OY – осью ординат, ось OZ – осью аппликат. Положительные направления отсчета по каждой из осей обозначаются стрелками.

Как определить координаты точки в декартовой системе координат? Проведем через точку A прямые (в трехмерном случае – плоскости), перпендикулярные осям. Расстояния от точек пересечения построенных прямых (плоскостей) с осями абсцисс, ординат (аппликат) до начала координат, взятые со знаком «+», если точки лежат на положительных полуосях, и со знаком «–», если они лежат на отрицательных полуосях, и будут координатами точки A. Координаты точки записываются в скобках: например, A (–3; 2) или B (x0; y0). В трехмерном пространстве координаты точки в декартовой системе координат записываются тремя числами, например, C (5; 0,2; –6).   Приведем некоторые очевидные формулы.

· Расстояние от точки A (x0; y0) до оси OX равно |y0|. 

· Расстояние от точки A (x0; y0) до оси OY равно |x0|. 

· Расстояние от точки [image: image94.png]


до начала координат равно [image: image95.png]2
0+




· Расстояние |AB| между точками A (x1; y1) и B (x2; y2) равно [image: image96.png][xzfoZ*’ [,vf,v,jz




· Точка M, которая является серединой отрезка AB, где A (x1; y1) и B (x2; y2), имеет координаты [image: image97.png]



На случай трехмерного пространства эти формулы обобщаются следующим образом:

· Расстояние от точки A (x; y; z) до плоскости OYZ равно |x|. 

· Расстояние от точки A (x; y; z) до начала координат равно [image: image98.png]



· Расстояние |AB| между точками A (x1; y1; z1) и B (x2; y2; z2) равно [image: image99.png]



· Координаты точки M, которая является серединой отрезка AB, где A (x1; y1; z1) и B (x2; y2; z2) равны [image: image100.png]



Полярная система координат
Полярная система координат ставит в соответствие каждой точке на плоскости пару чисел (ρ; φ). Основными понятиями этой системы являются точка отсчета – полюс – и луч, начинающийся в этой точке, – полярная ось. Координата ρ – расстояние от точки до полюса, координата φ – угол между полярной осью и отрезком, соединяющим полюс и рассматриваемую точку, который берется со знаком «+», если угол от оси до отрезка вычисляется против часовой стрелки, и со знаком «–» в противоположном случае. Важно понимать, что число φ в полярной системе определено не однозначно: парам чисел (ρ; φ + 2πn) соответствует одна и та же точка при любых натуральных n. Для полюса ρ = 0, а угол φ не определен.

[image: image101.jpg]
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Полярная система координат.


Полярные координаты легко преобразовать в декартовы. Пусть (x; y) – координаты точки в декартовой системе координат, (ρ; φ) – в полярной. Тогда очевидно, что 

[image: image102.png]x=pcosy,
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 Формулы обратного перехода:

[image: image103.png]



Сферическая система координат
Полярную систему можно обобщить на трехмерный случай: для этого придется ввести третью координату – угол θ. Углы φ и θ примерно соответствуют земным долготе и широте (угол θ также отсчитывается от «экватора»), а координата ρ определяет расстояние от исследуемой точки до полюса. Подобная система координат носит название сферической. Сферическими координатами точки в трехмерном пространстве являются:

· ρ – расстояние от точки до полюса, 

· φ – угол между полярной осью и проекцией радиус-вектора точки на выбранную экваториальную плоскость (содержащую полярную ось), 

· θ – угол между радиус-вектором точки и его проекцией на экваториальную плоскость. 

Система координат, состоящая из полюса, экваториальной плоскости и полярной оси, лежащей в ней, называется сферической.

[image: image104.png]
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Рисунок 1.2.2.2. 

Сферическая система координат. 

Свойства графиков функций в полярной системе координат

( для записи в тетради учащихся)
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Определение
	O – полюс,

Ox – полярная ось
	Формулы перехода

	
	
	из декартовой

в полярную
	из полярной

в декартову

	
	
	
	

	Алгоритм построения графика функции ρ = τ(φ).
1. Если дана функция ρ = τ(φ), то строят график функции y = τ(x) в прямоугольной декартовой системе координат Oxy.

2. Исследуют ρ = τ(φ), сравнивая её с соответствующим графиком функции y = τ(x), учитывая особенности построения графиков в полярной системе координат 

3. Выполняют построение графика 
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Примеры построения  графиков функций
	Спираль Архимеда:

y = ax + b, 

ρ = aφ + b.

Четырехлепестковая роза:

y = 3 sin 2x,

ρ = 3 sin 2φ.    

                                    Логарифмическая

спираль:  y = e ax,

ρ = e aφ;

O – асимптотическая точка


 Особенности построения графиков в полярной

системе координат

( для записи в тетради учащихся)

	Особенность 
	Геометрическая иллюстрация
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Если τ(φ)<μ, то график расположен внутри круга с центром (0,0) и радиусом μ. Если m<τ(φ)<M, то график расположен внутри кольца с центром (0,0) и радиусами m, M
	Трехлепестковая  роза:           y = sin2x,    ρ = sin2φ
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Если f(-φ) = f(φ), то график симметричен относительно полярной оси.

Если f(π-φ) = f(φ), то график симметричен относительно перпендикуляра к полярной оси. 

Если f(π+φ) = f(φ), то график симметричен относительно полюса
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Пример чётной функции, которая симметрична в полярной системе координат относительно полярной оси
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Если f(x) возрастающая функция, то при вращении по часовой стрелке радиус увеличивается, против – уменьшается, и наоборот, если функция убывающая
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Горизонтальные асимптоты графика, построенного в прямоугольной системе координат, переходят в асимптотические окружности, вертикальные – в луч, исходящий из полюса, наклонные – в спираль Архимеда
	ρ = 1 – асимптотическая

 окружность


ЗАНЯТИЕ 15-16. ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ГРАФИКОВ ФУНКЦИЙ В ПОЛЯРНОЙ СИСТЕМЕ КООРДИНАТ.
	Вид преобразования графика
	Функция 
	Геометрическая

иллюстрация
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Симметричное отображение: 

1) относительно полюса;
2) относительно полярной оси
	1. ρ = -τ(φ),

2. ρ = τ(-φ)
	Спираль 
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Деформация вдоль полярной оси:

график растянут вдоль оси в m раз, m>1;

сжат в m раз, 0<m<1
	ρ = m τ( φ )
	Трехлепестковая роза
 ρ=sin3φ, ρ=2sin3φ;

m>1
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Скручивание: углы, образованные различными прямыми, исходящими из полюса, уменьшаются в k раз, если 0<k<1, и увеличиваются, если k>1
	ρ = τ ( kφ )
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Поворот графика на угол α по часовой стрелке, если α<0, и против, если α>0
	ρ = τ ( φ – α )
	                ρ = cos 3φ – (1),

                  ρ = cos (3φ+π/3) -  (2).                     
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	Растяжение  вдоль всех направлений φ=const на b масштабных единиц
	ρ = τ(φ) + b
	                          ρ = cos 3φ,
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                        ρ = cos 3φ + 1


ПРИМЕР ИНДИВИДУАЛЬНЫХ ЗАДАНИЙ ДЛЯ ПРАКТИЧЕСКОЙ РАБОТЫ.
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Архимедова спираль 
r = aφ, a = 2. 



Гиперболическая спираль
 [image: image107.png]







Жезл [image: image109.png]





Логарифмическая спираль 
r = aekφ, a = 2, k = 0,2. 
ЗАНЯТИЕ 17. Итоговое. Защита проектов и курсовых работ.
ПРИМЕРНЫЕ ТЕМЫ КУРСОВЫХ РАБОТ:
1. Функции и их графики в реальной жизни.
2. Историческое развитие понятия ФУНКЦИЯ.
3. Функции и их графики в различных областях знаний (физике, химии, медицине, экономике, сельском хозяйстве и др.).

4. Практические приемы построения графиков функций в полярной системе координат.
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