Свойство непрерывных функций
Н. Я. Виленкин, А. Г. Мордкович. Пределы и непрерывность. – М. Просвещение, 1977г

Теоретической основой метода интервалов является теорема математического анализа, которая выражает свойство непрерывных функций. 


Л е м м а 1: Если функция y = f(x) непрерывна в точке а и f(а) > 0, то существует такая окрестность точки а, в которой  f(х) > 0.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как функция непрерывна в точке а, то для любого ε > 0 существует такое  δ > 0, что для всех х
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(a – δ; a + δ) следует, что f(x)
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( f(а) – ε; f(а) + ε)*. Если,  в частности, положить 
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 > 0, что и требовалось доказать.

Аналогично доказывается л е м м а 2: Если функция y = f(x) непрерывна в точке а и f(а) < 0, то существует такая окрестность точки а, в которой  f(х) < 0.

Т е о р е м а (теорема о нуле непрерывной функции). Пусть функция  y = f(x) непрерывна и монотонна на отрезке [a; b] и имеет на концах отрезка значения разных знаков. Тогда внутри отрезка существует такая точка с, a < c < b, что f(с) = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем считать для определённости, что  y = f(x) – возрастающая функция и что  f(а) < 0, f(b) < 0. Обозначим через А множество всех таких х из отрезка [a; b], в которых  f(х) < 0, а через В – множество всех таких х из отрезка [a; b], в которых  f(х) > 0. Докажем, что множество А лежит левее множества В.


В самом деле, пусть х1 
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 А, х2 
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 В. Тогда f(х1) < 0,  f(х2) > 0, т. е.  f(х1) <  f(х2). Значит  х1 < х2, либо в противном случае, т.е. при х1 ≥ х2, было бы, в силу возрастания функции y = f(x),  f(х1) ≥  f(х2).

Итак, А лежит левее В, а потому существует разделяющее эти множества число с. Докажем, что  f(с) = 0. 
Предположим, что f(с) ≠ 0; пусть f(с) > 0. Тогда по лемме существует окрестность точки с, в которой f(х) > 0. Это значит, что левее точки с есть точки х, в которых f(х) > 0, т. е. точки, принадлежащие множеству В. А этого не может быть, так как с – разделяющее число. Аналогично невозможен случай  f(х) < 0. Значит f(с) = 0, и теорема доказана. 

Заметим, что точка с, о которой идёт речь в формулировке теоремы, не только существует, но и единственна. В самом деле, в силу монотонности функции из f(с1) = 0, f(с2) = 0 следует, что      с1 = с2.  Таким образом, график непрерывной монотонной на отрезке [a; b] функции y = f(x), принимающей на концах отрезка значения разных знаков, пересекает ось абсцисс только в одной точке.

Данная теорема играет важную роль при решении неравенств. Пусть надо решить неравенство   f(х) > 0, где y = f(x) – функция, непрерывная на всей числовой прямой. Сначала решим уравнение  f(х) = 0. Пусть х1, х2,…, хn – корни уравнения. Эти точки разбивают числовую прямую на промежутки, такие, что на концах каждого промежутка функция  y = f(x) обращается в нуль, а внутри отлична от нуля. Тогда внутри каждого промежутка знак данной функции не меняется. В самом деле, предположим, что точки a и b лежат внутри одного промежутка, а знаки f(а) и f(b) различны. Тогда непрерывная функция  y = f(x) обратится в нуль между точками a и b, чего не может быть.

Итак, корни уравнения  f(х) = 0 разбивают числовую прямую на промежутки, внутри  которых функция y = f(x) сохраняет постоянный знак. Теперь достаточно взять на каждом из полученных интервалов «пробную точку» и посмотреть, какой знак имеет функция в этой точке. Тот же знак она будет иметь и на всем интервале. Это поможет отобрать те интервалы, на которых выполняется неравенство f(х) > 0.
Если функция y = f(x) имеет точки разрыва, то при решении неравенства  f(х) > 0 надо взять не только корни уравнения  f(х) = 0, но и точки разрыва функции и посмотреть, какой знак имеет функция на каждом из полученных интервалов.
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