Приложение 4
Задачи повышенного и высокого уровня сложности: поиск решения на примере заданий части С КИМов 2007 года.

Задание1. Найти точки минимума функции 
[image: image1.wmf]2
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Поиск решения. Анализ формулы функции показывает, что она требует упрощения с помощью основного тригонометрического тождества sin2x+cos2x=1, а точнее, его следствия 1-cos2x=sin2x. После сокращения функция примет вид обычного многочлена, однако область определения этой функции отлична от R, т.к. первоначальная формула содержит аргумент в знаменателе. Учитывая все вышесказанное, составим план решения: 1. Найти область определения функции. 2. Упростить функцию. 3. Найти производную, приравнять ее к нулю, вычислить нули, исследовать знаки производной, выбрать точки минимума. 4. Среди найденных точек минимума выбрать входящие в область определения, записать ответ.

Решение. 1. Найдем D(f): sin2(πx)≠0, πx≠ πn,  x≠ n,  где n
[image: image2.wmf]Î

∑. Т.о., область определения данной функции – все действительные числа кроме целых. 

2. Упростим выражение: 
[image: image3.wmf]=
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 EMBED Equation.3  [image: image4.wmf]2
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3. Найдем производную: f′(x)=120x3-96x2+14,4x=12x(10x2-8x+1,2). 12x(10x2-8x+1,2)=0, x=0, x=0,2, x=0,6. Производная меняет знак с – на + в точках 0 и 0,6. 

4. В точке 0 функция не определена, поэтому точкой минимума является 0,6. Ответ: 0,6.

Задание 2. Найдите точки минимума функции
[image: image7.wmf]4

8

16

9

5

,

1

)

(

2

4

2

3

4

-

+

-

-

-

=

x

x

x

x

x

x

f

. Указание: 1) найти область определения функции,2) применить формулу сокращенного умножения квадрат разности и сократить дробь, 3) найти точки минимума с помощью производной, 4) выбрать в ответ точки из области определения функции. Ответ: -1,5.

Задание 3. Решить уравнение 
[image: image8.wmf]2
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. Решение любого уравнения состоит из трех главных частей: нахождения области допустимых значений данного уравнения, упрощения и , собственно, решения, проверки и выбора ответа. Для записи решения данного уравнения можно применить переход к равносильной системе, в которой учитывается ОДЗ. Подводным камнем этого уравнения является некоторое затруднение с выбором ответа, удовлетворяющего условию cos x > 0. Чтобы избежать этого, следует записать решение уравнения tgx = - 1 в виде двух серий (см. в решении).
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Ответ: 
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Задание 4. Решить уравнение 10-7х+х2=2(х-2)
[image: image17.wmf]х

. Поиск решения. Проанализируем внешний вид уравнения и поймем, что стандартный подход к иррациональным уравнения – возведение в квадрат – здесь сильно усложнит решение, приведет к уравнению четвертой степени. Значит, нужно искать рациональный способ решения. Путь к истине подсказывает квадратный трехчлен в левой части: его корни 2 и 5. 

Составим план решения:

 1. Найти ОДЗ уравнения.

 2. Разложить квадратный трехчлен на множители, перенести все члены уравнения в левую часть и вынести общий множитель за скобку, перейти к совокупности уравнений, приравняв каждый множитель к нулю.

 3. Решить каждое из уравнений и выбрать корни с помощью ОДЗ.

Запись решения: 
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Уравнение х-5-2
[image: image23.wmf]х

=0 решим с помощью введения новой переменной t=
[image: image24.wmf]х

, t≥0, получим t2-2t-5=0, t1=
[image: image25.wmf]6
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, t2=
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, при этом 
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не удовлетворяет условию t≥0. Значит, 
[image: image28.wmf]х

=
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, откуда х= 7+2
[image: image30.wmf]6

.

Вернемся к системе: 
[image: image31.wmf],
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Ответ: 2, 7+2
[image: image33.wmf]6

.

Задание 5. Найти все значения параметра а, для которых при каждом х из промежутка (2;8] значение выражения log22x+2log2x не равно значению выражения 8+аlog2x. 

Поиск решения. Запишем условие по-другому (переформулируем): найти такие значения параметра а, при которых уравнение  log22x+2log2x=8+аlog2x не имеет решений в промежутке (2;8]. Попробуем рассуждать наоборот: найдем такие а, при которых уравнение имеет решения в указанном промежутке, и отбросим их. Оставшиеся значения а будут искомым ответом. Проанализируем общий вид уравнения: оно квадратное относительно выражения log2x, область допустимых значений переменной х (0;+(), указанный в условии промежуток входит в ОДЗ. Кажется, нужно работать с квадратным уравнением, на корни которого наложено условие. С другой стороны, параметр в этом уравнении легко выразить. Тогда для решения удобнее применить функционально-графический способ. Составим план решения: введем новую переменную t , чтобы перейти к квадратному уравнению, выразим параметр а и рассмотрим функцию а(t), найдем ее множество значений на указанном промежутке. Полученное множество значений – промежуток, который нужно исключить из множества действительных чисел, чтобы ответить на вопрос задачи.

Запись решения: Имеем уравнение log22x+2log2x=8+аlog2x , где х
[image: image34.wmf]Î

 (2;8]. 

Пусть t= log2x, тогда х=2t, 2<2t(8, 1<t(3. 

Перейдем к уравнению t2+2t-8=at, рассмотрим функцию a(t)=
[image: image35.wmf]t
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Найдем множество значений функции на промежутке (1;3]. Для этого исследуем функцию с помощью производной: a′(t)= 
[image: image36.wmf]2
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. Так как производная всегда положительна, то исследуемая функция – возрастающая, значит, на рассматриваемом промежутке функция принимает значения от а(1) до а(3).

 а(1)= -4, а(3) =
[image: image37.wmf]3
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.

 Следовательно, для ответа на вопрос задачи нужно отбросить промежуток (-4; 
[image: image38.wmf]3
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]. 

Ответ: (-(; -4], (
[image: image39.wmf]3
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Задание 6. Докажите, что система уравнений не имеет решений.


[image: image40.wmf].
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Поиск решения. Секрет этого задания заключается в правильном нахождении области допустимых значений переменных и грамотной работе с нею. Вообще, чтобы доказать, что система уравнений не имеет решения, достаточно доказать, что хотя бы одно из уравнений, входящих в нее, не имеет действительных корней или что они не имеют общих решений. Оба уравнения данной системы достаточно сложны, чтобы просто их решить и доказать, что у них нет общих решений, или что одно из них не имеет корней. Хотя для первого уравнения третьей степени можно попытаться найти корни методом подбора делителей свободного члена, но в данном случае уравнение не имеет целых корней. Так что план решения будет таков: найти ОДЗ второго уравнения и проверить, есть ли у первого уравнения корни, входящие в это ОДЗ. Если таковых нет (что потребуется, конечно, строго доказать), то система не имеет решений.

Запись решения. Область допустимых значений данной системы определяется условиями: x≠0, 3x+10>0, 3x+10≠1, 9x2(x+4)+3(x+7)2+13x-122≥0. Первые три условия дают нам промежутки: (
[image: image41.wmf]3
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-

;-3), (-3;0), (0;+(). Последнее неравенство требуется решить. После раскрытия скобок и упрощения получим неравенство: 9х3+39х2+55х+25≥0. Подбором убедимся, что корнем многочлена, стоящего в левой части, является -1. Значит, его можно разложить на множители, выделив (х+1). Это можно сделать делением многочлена на двучлен столбиком, или группировкой слагаемых, или любым другим  способом. После вынесения за скобку двучлена (х+1) получим выражение (9х2+30х+25), к которому применима формула «квадрат суммы»: 9х2+30х+25=(3х+5)2. В итоге получим неравенство:  (х+1)(3х+5)2 ≥0. Его решением являются число 
[image: image42.wmf]3

5

-

 и промежуток [-1;+(). Область допустимых значений исходной системы имеет вид: { 
[image: image43.wmf]3
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}, [-1;0), (0;+ (). 

Теперь поработаем с первым уравнением. Проверим, является ли число
[image: image44.wmf]3
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 его решением. Подстановкой убеждаемся, что, если считать многочлен третьей степени, стоящий в левой части уравнения функцией f(x), f(
[image: image45.wmf]3
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-

)=
[image: image46.wmf]3

10

. Учитывая условие задачи о том, что система не имеет решений, сделаем предположение: если функция f(x) возрастает на ОДЗ, то это уравнение не имеет корней, входящих в ОДЗ, т.к. значения многочлена f (x) будут больше положительного числа  
[image: image47.wmf]3

10

. Проверим эту гипотезу, найдем производную f′(x)=27x2+36x+17. Дискриминант квадратного трехчлена отрицателен, значит f′(x)> 0, следовательно, рассматриваемая функция – возрастающая, наша гипотеза подтвердилась. Итак, подведем итог. Ни одно из чисел, входящих в ОДЗ, не является корнем первого уравнения, следовательно, оно не имеет корней на этом ОДЗ, а, значит, вся система не имеет решений. 

Задание 7. Докажите, что система уравнений имеет единственное решение:


[image: image48.wmf].
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Решение. Найдем ОДЗ системы из условий: y+9-28x>0, y+9-28x≠1, x≠0, x≠1, 
[image: image49.wmf]0
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. Первые два условия не дадут нам конкретного промежутка, из следующих двух получим х((-(;0), (0;1), (1;+ (). Последнее неравенство решим методом интервалов. Приведем дроби к общему знаменателю и разложим числитель на множители, получим:
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[image: image53.wmf]0
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 EMBED Equation.3  [image: image54.wmf]0
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. Решением этого неравенства являются число  
[image: image55.wmf]7

2

 и промежуток [1;+ (). С учетом предыдущих условий получим: {
[image: image56.wmf]7

2

}, (1;+ ().

Теперь проверим, имеет ли первое уравнение корни, входящие в ОДЗ. Исходя из условия, корень должен быть единственным. Подставим 
[image: image57.wmf]7

2

 и убедимся, что это число является корнем. Докажем, что других корней нет. Функция f(x)=21x3+36x2-19x+2 имеет производную f′(x)=63x2+72x-19. Производная равна нулю в точках 
[image: image58.wmf]21

38
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и 
[image: image59.wmf]3

2

, меняет знак при переходе через эти точки: +,-,+. Значит, на промежутке ОДЗ (1;+ () функция возрастает. Оценим ее значения: при х>1 f(x)> f(1)=40, а, значит, уравнение не имеет на этом промежутке корней. Проверим теперь, является ли число 
[image: image60.wmf]7
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единственным корнем второго уравнения. После подстановки получим: 
[image: image61.wmf]y
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. Данное уравнение имеет относительно переменной y  не более одного корня, так как левая часть – возрастающая функция, а правая – убывающая. Какой именно это корень – в условии данной задачи не важно, главное, что он – единственный. Убедиться в его существовании можно с помощью эскизов графиков функций:
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По рисунку видно, что этот корень больше 0. Вспомним условия ОДЗ для переменной у: если х=
[image: image63.wmf]7

2

, то из неравенств y+9-28x>0, y+9-28x≠1 получим: у>-1, y≠0. По данным критериям этот корень подходит.

Подведем итог. На ОДЗ данной системы первое уравнение имеет единственный корень x = 
[image: image64.wmf]7

2

, второе уравнение при этом также имеет единственный корень относительно переменной y, следовательно, система имеет единственное решение, ч.т.д.
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