8 класс.
1. Принимая Землю за шар радиусом R=6400 км, вычислите дальность видимого  горизонта  для наблюдателя, находящегося на высоте h над поверхностью Земли.
2. Как высоко должен подняться летчик, чтобы видеть кругом себя на 50 км?

3. Возможно ли увидеть точку, где сходятся рельсы? Предмет превращается для нормального глаза в точку, когда он виден под углом в 1', т.е. когда он удален на 3400 своих поперечников, а ширина рельсовой колеи 1,52 м. 

4. На берегу находится маяк, верхушка которого возвышается на 40 м над поверхностью воды. С какого расстояния откроется этот маяк для корабля, если матрос-наблюдатель («марсовой») находится на «марсе» корабля на высоте 10 м над водной поверхностью?

5. Какую часть этого маяка увидит тот же «марсовой» с расстояния 30 км?

6. Вы стоите на берегу озера или моря, у самой воды, и наблюдаете за удаляющимся от вас парусником. Вам известно, что верхушка мачты возвышается на 6 м над уровнем моря. На каком расстоянии от вас парусник начнет кажущимся образом опускаться в воду (т.е. за горизонт) и на каком расстоянии он скроется окончательно?

Для самостоятельного решения:

7. Как бы изменилась дальность горизонта, если бы наблюдатель находился на Луне (диаметр Луны равен 3500 км)?

8. Как велика дальность горизонта на Юпитере, диаметр которого в 11 раз больше земного? 

9. Как высоко должен подняться летчик над Ладожским озером, чтобы видеть сразу оба берега, разделенных расстоянием в 210 км? 

10. Как высоко должен подняться летчик между Санкт-Петербургом и Москвой, чтобы сразу видеть оба города? Расстояние Санкт-Петербург – Москва равно 640 км. 
9 класс.
11. Взрыв Тунгусского метеорита наблюдался на горизонте в некотором населенном пункте на реке Лене в 350 км от места взрыва. Определите, на какой высоте произошел взрыв, считая, что радиус Земли равен 6400 км.
12. Самолет летит из Ашхабада по кратчайшему пути в Сан-Франциско. В каком направлении он вылетает из Ашхабадского аэропорта (в южном, или юго-западном, или в западном и т.д.)?

Географические координаты городов:

Ашхабад ≈ 58° вост. Долготы, 38° сев. широты,

Сан-Франциско ≈ 122° зап. Долготы, 38° сев. широты.

13. Кратчайшее расстояние между городами Мбандака (Заир) и Понтианак (о. Калимантан, Индонезия), находящимися на экваторе, равно расстоянию от каждого из этих городов до Северного полюса. Принимая Землю за шар, найдите долготу Понтианака, зная, что оба города располагаются в одном полушарии, а Мбандака находится на 18 долготе к востоку от Гринвича.

14. Найдите расстояние между этими городами, если радиус Земли равен 6371 км.

15. Самолет вылетает из Манилы (Филиппины) в строго северном направлении в Шанхай (Китай). Найдите широту Шанхая, если расстояние между городами равно 1822,6723 км, а широта Манилы 14,6 с.ш. (R = 6371 км).

16. Города Тель–Авив (Израиль) и Хэфэй (Китай) находятся на 32° с.ш. Найдите кратчайшее расстояние между этими городами, если Тель-Авив находится на 34,6° в.д., а Хэфэй на 117˚ в.д.

 17. В каком направлении должен вылететь самолет из Тринидада (Куба), чтобы за кратчайшее время достичь Гонконга (Китай)? На сколько этот путь будет короче пути, пройденного самолетом в противоположном направлении? Координаты городов:

Тринидад - 80° з.д., 22° с.ш.

Гонконг - 114° в.д., 22° с.ш.

18. На какой широте к югу от экватора находится город Солсбери (Зимбабве) и остров Таити, если расстояние между ними равно 19113,305 км, долгота Солсбери равна 31° в.д., а долгота о. Таити - 149° з.д.?

19. Какой путь проделал пассажир, если он летел из Ресифи (Бразилия) (35° з.д., 8°ю.ш.) в Петропавловск-Камчатский (159°в.д., 53°с.ш.) с пересадкой на острове Санта-Исабель (Соломоновы острова) (159°в.д., 8°ю.ш.)?

10 класс.
20. Определите угол, под которым с Солнца виден радиус Земли (этот угол называется параллаксом Солнца), зная, что параллакс Марса равен p=19,6". Отношение расстояния от Солнца до Марса к расстоянию от Солнца до Земли считать равным 1,5.
21. В полдень самого длинного дня Солнце в Александрии, по измерениям Эратосфена, отстояло от зенита на 1/50 часть окружности, а в Сиене (в наше время это город Асуан) стояло настолько высоко, что его отражение было видно на дне даже очень глубоких колодцев. Учитывая, что Сиена лежит строго к югу от Александрии на расстоянии 5000 греческих стадий (1 греческая стадия считается равной 158,5 м), определите вместе с Эратосфеном радиус Земли.

22. Волька и Хоттабыч отправились на ковре – самолете выручать Женю из рабства: «Вечерняя темнота окутала город, а здесь, наверху, еще виден был багровый солнечный диск, медленно оседавший на горизонт.

- Интересно…- промолвил Волька задумчиво, - интересно, на какой мы сейчас высоте?

- Локтей 600 – 700, - отвечал Хоттабыч, продолжая что-то высчитывать на пальцах».

Правильно ли Хоттабыч определил высоту полета, если для земного наблюдателя Солнце зашло, а с ковра-самолета оно было видно почти целиком? Напомним, что локоть составляет около полуметра, а угловой размер Солнца 0,5°.

23. В день равноденствия два наблюдателя находятся на экваторе. Один - в лодке, в открытом море, а другой – на воздушном шаре, вертикально над ним, на высоте 1 км. Через какое время наблюдатель с воздушного шара увидит заход Солнца позже наблюдателя, сидящего в лодке? Радиус Земли 6400 км.

11 класс.
24. Солнце примерно в 400 раз дальше от Земли, чем Луна. Зная, что угловые размеры Солнца и Луны одинаковы, найдите отношение их объемов.

25. Зная горизонтальный параллакс Луны (57'02") и экваториальный радиус Земли (6371 км), найдите расстояние от Земли до Луны.

26. Чему равен горизонтальный параллакс Юпитера, наблюдаемого с Земли в противостояние, если Юпитер в 5 раз дальше от Солнца, чем Земля (расстояние от Земли до Солнца равно ≈ 150000000 км)?

27. Во сколько раз линейный радиус Солнца превышает радиус Земли, если угловой радиус солнца 16'?

28. Во сколько раз Солнце больше, чем Луна, если их угловые радиусы равны, а горизонтальные параллаксы соответственно равны 8,8" и 57'?

Решения.

8 класс.

1. Представим себе, что наблюдатель находится в Точке А, указанной на чертеже, где через О обозначен центр земного шара. Точки касания касательных к шару, Проведенных из точки А, образуют малый круг, проходящий через точки С и М. Это так называемый видимый горизонт – горизонт для наблюдателя, находящегося в точке А.

     Из прямоугольного треугольника АОС по теореме Пифагора следует, что АС²=АО² -СО², где ОС-радиус Земли, а АО=R+h. Тогда 

АС²=(R+h)²-R²=2hR+h²=2hR(1+h/2R).

Учитывая, что дробь h/2R значительно меньше 1,этой величиной можно пренебречь. Обозначив дальность видимого горизонта АС=d,получим окончательно формулу для определения этой величины:d=√2hR 

Второй способ. Задача сводится к вычислению длины отрезка АМ касательной, проведенной из глаза наблюдателя к земной поверхности. Квадрат касательной равен произведению внешнего отрезка h секущей на всю длину этой секущей, т.е. на h +2R, где R – радиус земного шара. Так как возвышение глаза наблюдателя над землей обычно крайне мало по сравнению с диаметром (2R) земного шара, составляя, например, для высочайшего поднятия аэроплана около 0,001 диаметра, то 2R +h можно принять равным 2R, и тогда формула упростится: 

 AM² = h²×2R.

Значит, дальность горизонта можно вычислять по очень простой формуле:

дальность горизонта = √2Rh,

где R – радиус земного шара (около 6400 км, точнее 6371 км), а h – возвышение глаза наблюдателя над земной поверхностью.

Так как √6400 = 80, то формуле можно придать следующий вид:

дальность горизонта = 80√2h = 113√h,
где h непременно должно быть выражено в частях километра.

Это – расчет чисто геометрический, упрощенный. Если пожелаем уточнить его учетом физических факторов, влияющих на дальность горизонта, то должны принять во внимание так называемую «атмосферную рефракцию». Рефракция, т.е. преломление (искривление) световых лучей в атмосфере, увеличивает  дальность горизонта примерно на 1/15 рассчитанной дальности (на 6%). 
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2. Из формулы дальности горизонта име6я в данном случае уравнение

50 = √2Rh,
откуда 

h = 50²/2R = 2500/12800 = 0,2 км.

Значит, достаточно подняться всего на 200 м.

Чтобы учесть поправку, скинем 6% от 50 км, получим 47 км; далее h = 47²/2R = 2200/12800 =0,17 км, т.е. 170 м. 

3. Промежуток между рельсами должен слиться в точку на расстоянии 1,52*3400 = 5,2 км. Итак, если бы могли проследить за рельсами на протяжении 5,2 км, то увидели бы, как они сходятся в одной точке. Но на ровной местности горизонт лежит ближе 5,2 км:

Дальность горизонта = 113√0,0016 = 4,52 км 

Считая, что глаз взрослого возвышается над почвой на 1,6 м. Чтобы учесть поправку нужно 4,52 км умножить на 1,06, получим:

4,52×1,06 ≈ 4,8 км.

Следовательно, человек с нормальным зрением, стоя на ровном месте, не может видеть точки встречи рельсов. Он мог бы наблюдать ее лишь при одном из следующих условий:

1) если острота зрения его понижена так, что предметы сливаются для него в точку при угле зрения больше 1'; 

2) если железнодорожный путь не горизонтален;

3) если глаз наблюдателя возвышается над землей более чем на

5,2²/2R = 27/12800 = 0,0021 км, 

т.е.210 см.

4. Из рис. 8 видно, что задача сводится к вычислению длины прямой АС, составленной из двух частей АВ и ВС.

Часть АВ есть дальность горизонта маяка при высоте над землей 40 м, а ВС – дальность горизонта «марсового» при высоте 10 м. следовательно, искомое расстояние равно

113√0,04 + 113√0,01 = 113(0,2 + 0,1) = 34 км. 
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5. Из рис. 8 ясен ход решения задачи: нужно, прежде всего, вычислить длину ВС, затем отнять полученный результат от общей длины АС, т.е. от 30 км, чтобы узнать расстояние АВ. Зная АВ, мы вычислим высоту, с которой дальность горизонта равна АВ. Выполним же все эти расчеты:

ВС = 113√0,01 = 11,3 км,

30 – 11,3 = 18, 7 км,

высота = 18,7²/2R = 350/12800 = 0,027 км.

Значит, с расстояния 30 км не видно 27 м высоты маяка, остаются видимыми только 13 м. 

6. Парусник начнет скрываться «под горизонт» (рис. 8) в точке В – на расстоянии дальности горизонта для человека среднего роста, т.е. 4,8 км. Совсем скроется он под горизонт в точке, расстояние которой от В равно

113√0,006 = 8,7 км.

Значит, парусник скроется под горизонт на расстоянии от берега

4,8 +8,7 = 13,5 км.

9 класс.

11. На рис.2 место населенного пункта обозначено через А, а место взрыва - через В. Длину отрезка АВ будем обозначать через l. По условию l=350 км. Пусть R-радиус Земли, h- высота, на которой взорвался метеорит. Треугольник АОВ - прямоугольный, так как по условию задачи взрыв был виден у горизонта. Следовательно, по теореме Пифагора можно записать l²+R²=(R+h)²,откуда 2Rh+h²=l². Так как величины l и R известны, нетрудно найти h. Но можно поступить проще. Поскольку h значительно меньше r, можно упростить уравнение и привести его к виду 2Rh=l², откуда h=l²/2R=9,6(км).

           Поскольку h значительно меньше r, можно упростить уравнение и привести его к виду 2Rh=l2, откуда h=l2/2R=9,6(км). 
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12. Самолет должен лететь на север. Действительно, кратчайший путь между двумя точками на поверхности земного шара проходит по дуге большого круга, соединяющей эти точки. Так как восточная долгота Ашхабада ≈ 58°, западная долгота Сан-Франциско ≈ 122° и 58° + 122° = 180°, то большой круг, проходящий через эти два города, совпадает с ашхабадским и сан-францисским меридианами. 

13. Так как меридианы перпендикулярны параллелям, то из рис. 9 следует, что SP┴MP и SM┴MP . По условию SP = MP = SM, следовательно, SM┴SP. Тогда угол между SM и SP равен 90°. Но города находятся в одном полушарии, значит,

долгота Понтианака = 18° + 90° = 108° в.д.
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14. Из задачи 14 и рис. 10 следует, что ∟MOP = 90°, и, чтобы найти длину l, составляем пропорцию:

2πR          -            360°

l               -             90°.

l = 2πR×90°/360° = 2πR/4 = πR/2.

Так как города находятся на экваторе, R = 6371, следовательно,

l = 3,14×6371/2 = 10002,47 км. 
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15. Задача сводится к нахождению угла α (рис.11) . Составим пропорцию:

α             -              1822,6723

360°       -               2πR.
α = 1822,6723×360°/2×3,14×6371 ≈ 16,4°.

Самолет летит в северном направлении, значит, Шанхай находится в северном полушарии, и, чтобы найти его широту, нужно к широте Манилы прибавить 16,4°. Получаем:

широта Шанхая = 14,6° + 16,4° = 31° с.ш.
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16. Из  рис. 12 видно: чтобы найти расстояние между точками Т (Тель-Авив) и Н (Хэфэй) нужно сначала найти радиус малой окружности r . Проведем  радиус R, перпендикулярный хорде ТН. Так как этот радиус делит хорду ТН пополам в точке пересечения К, то ТК = КН, а треугольник КОН – прямоугольный. Из треугольника КОН следует, что 
KH = r = sin (90°-32°) ×R = 0,848×6400 = 5427,2 км.

Найдем угол между городами, он равен 117° – 34,6° = 82,4°. Тогда расстояние между городами: l = 3,14×5427,2×82,4°/180° = 7801,2 км.  
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17. Чтобы найти расстояние, нужно найти радиус малой окружности r, совпадающей с 22 параллелью.

r = R×sin α = 6400×sin (90°-22°) = 6400×sin 58° = 6400×0,9272 = 5934,08 км.

Так как города находятся в разных полушариях, то углы между ними равны:

β1 = 114°+80° = 194°, β2 = 360°-194° = 166°.

Тогда самолет должен лететь в западном направлении, т.к. угол между городами в этом случае будет меньше. Теперь найдем расстояние между городами в первом и втором случаях:

L1 = 2πr×194°/360° = πr×97/90 = 3,14×5934,08×97/90 ≈20082,244 км.

L2 = 2πr×166°/360° = πr×83/90 = 3,14×5934,08×83/90 ≈ 17183,776 км.

Значит,

L1 – L2 = 20082,244 – 17183,776 км = 2898,486 км.  

18. Задача сводится к нахождению угла α, тогда широта будет равна 90° - α. Угол между городами равен 149°+31° = 180°. Следовательно, l = πr, а r = l/π, откуда r = 19113,305/3,14 = 6087,0398 км. Из рис. 13 следует, что 

sin α = r/R = 6087,0398/6400 = 0,9511.

Из таблицы синусов находим: α = 72°, тогда 

широта Солсбери = 90° - 72° = 18°. 
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19. Найдем расстояние SR. Чтобы его найти, нужно знать радиус малой окружности r, совпадающей с 8 параллелью. Угол между городами равен

α = (180° - 39°)+(180° - 159°) = 141° +21° = 162°.

r = R×sin β = R×sin (90°-8°) = R×sin 82° = 6400×0,9903 = 6337,92 км.

L1 = 2πr×162°/360° = πr×81/90 = 3,14×6337,92×81/90 ≈17910,96 км.

Расстояние PS равно

L2 = 2πR× (53° +8°)/360° = πR×61/180 = 3,14×6400×61/180 = 6810,31 км.

L1 + L2 = 6810,31 + 17910,96 = 24721,27 км.

Итак, пассажир проделал путь в 24721,27 км. 
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10 класс.

20. На рис. 3 точки S,T и M обозначают соответственно положения Солнца, Земли и Марса. Пусть R- радиус Земли; ST- расстояние от Земли до Солнца; p- параллакс Марса, SM- расстояние от Солнца до Марса, а x- искомый параллакс Солнца.

     Из прямоугольных треугольников SKT и MLT имеем:

R=ST×sin x,                    (1)

R=(SM – ST)×sin p.           (2) 

Приравняв правые части равенств (1) и (2) и проведя очевидные преобразования, находим:

sin x=(SM – ST) × sin p/ST,

или:

sin x = (1,5 – 1)×sin p, т.е. sin x = 0,5×sin p.

    Учитывая, что углы x и p малы, получим x = 0,5p = 0,5×19,6" = 9,8"
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21. На рис. 5 пункт «Сиена» обозначен через C, а пункт «Александрия» - через А. Тот факт, что лучи Солнца в полдень освещают в пункте С дно глубоких колодцев, означает, что его лучи в пункте С падают строго вертикально. А поскольку в пункте А отступление от вертикали равнялось 1/50 окружности небосвода, заключаем, что указанная величина есть разность географических широт пунктов А и С. Обозначим ее через Δ. Эта величина измеряется в градусах, как и окружность меридиана, проходящего через пункты А и С.

        Теперь, так же, как и Эратосфен, составим пропорцию

Δ/l = 360/L,

где l – расстояние между пунктами А и С, L – длина земного меридиана, проходящего через точки А и С. Учитывая, что L = 2πR, получим Δ/l = 360/2πR, R = 180×l/π×Δ. Ясно, что Δ = α = 0,02×360° = 7,2°. Преобразуем теперь в километры значение l:

l = 5000×158,5 м, т.е. l ≈ 800 км. 

      Итак, R = 180×800/3,14×7,2 ≈ 6370 (км), что практически совпадает с современными данными. 
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22. Пусть ковер-самолет находится в точке А на высоте h от поверхности Земли. Прямая AB – касательная к окружности с центром О, обозначающей большую окружность земного шара. Находим катет AB из прямоугольного треугольника AOB:

AB = √(R +h)² - R² = √2Rh + h². 
Поскольку h значительно меньше R, заключаем, что угол α мал и, выраженный в радианах, составляет:

α ≈ sin α = AB/AO = √2Rh +h²/R +h ≈ √2Rh/R = √2h/R.        (*)

Подставим в формулу (*) R = 6400 км и подсчитаем градусную меру угла α, помня, что 1 радиан равен 57,3°, тогда 1° = 1/57,3 (радиан). После подстановок получаем: α ≈ √h/56,56 ≈1°√h.

По условию, высота h – это 600-700 локтей, т.е. 300-350 (м), или 0,3-0,35 (км). Тогда√0,3<√h<√0,35, т.е. 0,54<√h<0,59. Значит, 0,54°< α <0,59°.

На рис. 6 заштрихована часть погруженной в тень поверхности Земли. Но пассажиры ковра-самолета видят весь солнечный диск, поскольку рассматривают его под углом β, который равен углу α (α и β – это углы со взаимно перпендикулярными сторонами). А размер угла α, как видно из подсчетов, чуть превышает угловой размер видимого солнечного диска.

Значит, Хоттабыч правильно рассчитал высоту полета. 
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23. Задача сводится к нахождению угла между линией видимого горизонта СВ для наблюдателя на шаре и линией горизонта ММ1 для наблюдателя в лодке (рис. 7). Вычислим угол α понижение горизонта. Из треугольника  СВО находим cos α:

∟ВОС = α, т.е. cos α = CO/BO = R/(R +h).
Откуда :
α = arcos R/(R +h) = arcos (1/(1+h/R)) ≈ 1˚.

Далее составляем пропорцию для суток равноденствия (именно в день равноденствия на экваторе Солнце восходит и заходит строго вертикально):

360˚ Солнце «пройдет» за 24 часа,

1˚                -                     за x часов.

Отсюда  x = 24/360 ч = 1/15 ч = 4 мин.

Итак, наблюдатель на воздушном шаре будет  любоваться заходом Солнца еще 4 мин. после того, как оно зайдет для всех, кто находится под  воздушным шаром на Земле. 
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11 класс.

24. На рис. 4 точками З, L, S обозначены соответственно положения наблюдателя на Земле, центры Луны, BS – радиус Солнца, ЗL – расстояние от Земли до Луны, ЗS – расстояние от Земли до Солнца.

   Объемы VL  и VS Луны и Солнца вычисляются по формулам VL = 4πRL³/3, VS = 4πRS³/3. Тогда VS/VL =(RS/RL)³. Из подобия треугольников AЗL и BЗL следует, что BS/BL =ЗS/AL = 400. Тогда

VS/VL = (BS/AL)³ = 400³ = 64 000 000.
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25. Если горизонтальный параллакс (угол, под которым со светила, находящегося на горизонте, был бы виден экваториальный радиус Земли) найден, то расстояние до светила находится по формуле:

D = R/sin p,                    (3)
где D – расстояние от центра Земли до центра какого-нибудь тела Солнечной системы; R – экваториальный радиус Земли; p – горизонтальный параллакс светила.

Поскольку углы p малы, то их синусы можно заменить самими углами, т.е. sin p ≈ p/206265", так как 1 радиан = 57,3˚ = 3438' = 206265". Учитывая это, формулу можно записать в виде:

D = 206265"R/p;

здесь p выражено в секундах дуги, а D в зависимости от R – либо в километрах, либо в радиусах Земли. Следовательно,

D = 206265"×6371 км/3422" ≈ 384,02 км. 
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26. Если юпитер в 5 раз дальше от Солнца, чем Земля, то расстояние от  Земли до Юпитера в 4 раза больше, чем расстояние от Земли до солнца, т.е. равно 150000000×4 = 600000000 км. Тогда sin p = 6400/600000000 = 0,0000106, принимая радиус Земли равным 6400 км. Следовательно, горизонтальный параллакс Юпитера равен 206265"×0,0000106 ≈ 2,2". 

27. При наблюдениях небесных тел Солнечной системы можно измерить угол, под которым они видны земному наблюдателю. Зная этот угловой радиус светила p и расстояние до светила D, можно вычислить линейный радиус r:

r = D×sin p.

учитывая формулу (3), получим:

r = sin p×R/sin p0.

А так как углы p и p0 малы, то 

r = p×R/p0.     (4)
Следовательно, 

r = 16×60"×R/8,8" ≈ 109 R. 

28. Задача сводится к нахождению отношения R1/r. R1 = p×R/p2 = pR/8,8", r = p×R/p1 = pR/57'. Тогда 

R1/r = pR×57'/8,8"×pR = 57'/8,8" = 3420"/8,8" = 388,6. 
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Понятия и теоремы, которыми должны оперировать учащиеся для решения задач:

- касательная;

- дальность горизонта;

- видимый горизонт;

- широта, долгота;

- центральный угол;

- теорема Пифагора;

- синус, косинус;

- параллакс;

- угловой размер светила;

- функции, обратные тригонометрическим (y = arcsin a, y = arccos a);
- объем шара.

В задачах  №№16 – 19 радиус Земли считать равным R = 6400 км. При решении задач учащимся разрешается пользоваться микрокалькуляторами. Для решения задач №№16-19 понадобятся таблицы Брадиса.
