Приложение 1.
Задачи на описанную окружность
Рассмотрим задачи на нахождение радиуса описанной около  треугольника окружности.

№1. В треугольнике даны сторона и противолежащий угол. Найдите  радиус описанной окружности.

Дано:сторона ВС=а, (А=α.

Найти: R=?

Решение: Воспользуемся теоремой синусов:

  а/Sinα =b/Sinβ =c/Sinc =2R, имеем R=a/2Sinα.

№2. В треугольнике известны сторона и два прилежащие к ней угла. Найдите радиус  описанной окружности.

Решение: Сумма углов треугольника равна 1800.

(3= 1800 - (( 1+ ( 2). Известная сторона лежит против (3. Вновь можно воспользоваться теоремой синусов:     a/SinA=2R, R=a/2SinA. 

№3. В треугольнике даны две стороны  а и в и угол С между ними. Найдите радиус описанной окружности.

Решение: По теореме косинусов найдём третью сторону треугольника : с2  =а2  +в2  -2ав CosC

Далее воспользуемся формулой: c/SinC =2R, R=c/2SinC.

№4.  Даны все три стороны  треугольника: а,в,с ( например 3; 25; 26).

Найдите радиус описанной окружности.

Решение: Воспользуемся  формулой  Sтр. = abc\4R. Площадь треугольника  можно найти по формуле Герона: S тр.=√ p(p-a) (p-b) (p-c), где р=(а+в+с)/2 (полупериметр треугольника ) .(Например: р=27(см), Sтр.=36(см2), R=13, 13\24(см)).

№5. В окружность радиуса R вписан треугольник с углами 150 и 600 градусов. Найдём площадь треугольника.

Дано: (А=15 0, ( С=60 0, радиус=R.

Найти: Sтр.=?

Решение: В=1800-((А+(С)=1800-(150+600)=1050

∆АВС-тупоугольный, центр окружности находится вне треугольника. Воспользуемся формулой  S=abc/4R. Следовательно, нам надо найти стороны а, в, с. Воспользуемся теоремой синусов a/SinA=b/SinB=c/SinC=2R, имеем а=2R SinA,

в=2R SinB ,  c=SinC.

S= (2R* 2R* 2R* Sin600*Sin150 *Sin1050 )/4R=R*R*2*Sin600 *Sin150 Sin(900+150)=R2 *Sin600* 2*Sin150 *Cos150=R2 *Sin600 *Sin300=
=R2 *√3/4.

№6. Найти площадь круга, описанного около равнобедренного треугольника, если основание этого треугольника равно треугольника равно 24 см, а боковая 13см.

Дано: АВ=ВС=13 см, АС=24 см. Найти: Sкр. =?

                 В                                     Решение: Sкруга= π R2. Для нахождения радиуса воспользуемся  формулой R=abc/4S   p=(13+13+24)/2=25

S∆.=√ 25•12*12*1=5*12=60 (см2) 

Sкр.=π* (169\10)2=285,61 π (см2)

R=13*13*24/4*60=13*1/10=169/10

    А                                 С

№7. Найти площадь круга , описанного около равнобедренного треугольника, если его стороны равны 12 и 4 см.

 Решение: сумма двух сторон треугольника должна быть больше третьей стороны , поэтому основание может быть только 4см., имеем АВ=ВС=12см.,АС=4см.

  Ответ: p=14cм,Sтр.=4√35см2,R=36/√35,Sкр.=37•1/35Псм2.

№8. Прямая, проходящая через вершину основания равнобедренного треугольника, делит его площадь  пополам, а периметр треугольника делит на части 5см. и 7см. Найдите площадь ∆ и укажите, где лежит центр описанной окружности: внутри или вне ∆. 



     В



Дано: АВ=ВС+7-x, MC=7-2x,







AC=5-(7-2x)=2x-2


     7-х          х


Найти: S∆-?







Решение: S∆ABC=1/2•MB•hA,


                       М


S∆ACM=1/2•MC•hA






По условию S∆ABM=S∆ACM

     А                     С

            1/2•MB•hA=1/2•MC•hA







MB=MC                                                        

1 случай  



       x=7-x-x
x+x+x=7




         3x=7  
x=7/3



 AB=7-7/3=21/3- 7/3=14/3
BC=14/3 AC=2•7/3-2=14/3-6/3=8/3     
  P=(7+5)/2=12/2=6(см.)

  S= √ 6∙(6-14/3)∙(6-14/3)∙(6-8/3)=

       √6∙(18/3-14/3)∙(18/3-14/3)∙(18/3-8/3)=√6∙4/3∙4/3∙10/3=4/3∙2√5=8√5/3(см2.)

 

В

В ∆ против большей стороны лежит больший 





 угол, в нашем случае наибольшими углами 





 будут равные (А и (С. Если предположить,  

                        С
               (А тупой, то и (С тоже будет тупым, а это

      А                            С         противоречит теореме о сумме углов  ∆-ка.

 Следовательно, ∆АВС- остроугольный и центр описанной окружности лежит внутри ∆-ка.

2 случай


x=5-2x
x+2x=5




3x=5 
x=5/3

 
AB=5-5/3=15/3-5/3=10/3
BC=10/3

           AC=2∙5/3+2=10/3+6/3=16/3     P=(7+5)/2=12/2=6(см.)

S=√6∙(6-10/3)∙(6-10/3)∙(6-16/3)=√6∙(18/3-10/3)∙(18/3-10/3)∙(18/3-16/3)=

 = √6∙8/3∙8/3∙2/3=8/3∙2=16/3(см2.)

В данном случае наибольшим углом является (В, т.к. он лежит против большей стороны. 

Воспользуемся теоремой косинусов

в2=а2+с2-2ас-соsB
, 

2ас∙соsB=a2+c2-b2
CosB=(a2+c2-b2)/2ac=(100/9+100/9-256/9)/(2∙10/3∙10/3)=(-56/9)/(200/9)=

= –56/200.

Значение соsВ= – 56/200 ; cosB<0, (B-тупой, ∆АВС-тупоугольный, центр описанной окружности лежит вне ∆-ка.

№9.В ∆-ке даны сторона и  прилежащий к ней угол. Эти данные не определяют единственность треугольника, значит, не определяют и единственность описанной окружности. Данных не достаточно для нахождения радиуса описанной окружности. 

Частные случаи.

а)Если треугольник прямоугольный, то достаточно знать гипотенузу. Радиус описанной окружности возле прямоугольного треугольника равен половине гипотенузы.


    А


        Д-во:По условию (С=90°, тогда дуга АмВ=

                                                 180º. Хорда АВ, стягивающая дугу
в            
                                                 180º,является диаметром окружности и совпадает 
                                        m      с гипотенузой треугольника АСВ. Т.к. ОА=ОВ=R,
                                                 то центр окружности О совпадает с серединой     
       С                                        гипотенузы. 

                                 В
б) Стороны треугольника равны 9 см, 40см. и 41 см. Найдите  R-?.

Решение: Проверим, выполняется ли Т.Пифагора. Гипотенуза равна 41 см.

92+402=412



1681=1681
Да, треугольник является прямоугольным. 

R=41·2=20,5см.   

в)Около равнобедренного треугольника с углом 120˚ при вершине   и боковой стороной а описана окружность. Найдите R-?

                           В                      
                                                            Решение: (B=120˚, следовательно ∆АВС-   

                A                               C       тупоугольный. Центр О описанной
  
                                                            окружности  будет находиться вне треугольника. 
                                                             (A=(C=(180º-120º)/2=30º 


            F                            D               По Т. синусов  а/sin30º=2R, R=a/2sin30º=a.

                 
                                  E            






      В школьном курсе мы также знакомы с формулой зависимости радиуса описанной окружности от стороны правильного шестиугольника R=а


Возникает  естественный вопрос: есть ли связь между этими задачами?

Решение: сумма внутренних углов правильного n-угольника вычисляется по формуле 180º (n-2). Тогда каждый угол  правильного шестиугольника равен  
 (180º·(6-2))/6=(180º·4)/6=120º. Имеет: (В = 120º, АВ=ВС

( стороны правильного шестиугольника), точки А,В,С принадлежат одной окружности , следовательно ∆АВС является вписанным в ту же окружность , что и правильный шестиугольник. Таким образом, можно считать, что предыдущая задача есть частный случай задачи, выражающей зависимость радиуса описанной около правильного шестиугольника окружности от стороны.

г) Из одной точки окружности проведены две хорды длиной 9 и 17 см. Найти радиус окружности, если расстояние между серединами данных хорд равно

                        B                                  Дано: АВ=17см, ВС=9см, МК=5 см.

                                                          Найти:R=?

                      M           K                  Решение:т.к. МК=5-есть средняя                   
                                                          линия, то АС=10

        




S=abc/4R, R=abc/4S

                   A                        C          р=(a+b+c)/2=(17+9+10)/2=36/2=18 (cм).

S=√18•(18-17)(18-9)(18-10)=  1• 3• 3• 2 •2 =36(cм2)
R=(17•9•10)/4•36=85/8
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