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	   Геометрия- это предмет для тех, кому нравится фантазировать, рисовать и рассматривать картинки, кто умеет наблюдать, замечать и делать выводы.

  Геометрия – необычайно важный и интересный предмет, и любой человек может найти в ней уголок по душе.

Глава 1. Основные геометрические формы
Геометрическое тело- часть пространства, имеет три измерения.

Поверхность-  граница  геометрического тела, имеет два измерения

Линия -  пересечение двух поверхностей, имеет одно измерение.

Точка -  пересечении двух линий; не имеет размеров.

Глава 2.  Основные свойства плоскости
Свойство 1.   Через любые две точки можно провести прямую линию 
                        и притом только одну.

Свойство 2.   Любая прямая плоскости делит эту плоскость на две    
                        части - две полуплоскости.

Свойство 3.   Любая прямая плоскости является осью симметрии 
                        плоскости.
Следствия:

- Если точка B лежит между точками A и C, то длина отрезка равна сумме длин отрезков AB и BC.    АС = АВ + ВС.
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- Любая точка на прямой не только делит эту прямую на два противоположно направленных луча, но и является центром её симметрии.
Свойство 4.   Через любую точку плоскости, расположенную вне 
                           данной прямой этой же плоскости, можно провести не 
                          более одной прямой, параллельной данной.
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	Глава 3. Прямые линии на плоскости
Теорема 3.1.       Любые две различные прямые, принадлежащие плоскости, пересекаются не более чем в одной точке.
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Определение: две прямые называются перпендикулярными, если все    
   четыре угла, образовавшиеся при их пресечении, являются прямыми.

Теорема 3.2. Если две прямые, лежащие в плоскости, перпендикулярны, то при симметрии относительно одной из них вторая прямая переходит сама в себя.
Теорема 3.3. Через любую точку плоскости проходит единственная прямая, перпендикулярная данной прямой.
Определение: две прямые на плоскости, не имеющие общих точек, 
           называются параллельными.
                                              Признаки параллельности прямых:
1. Если при пересечении двух прямых третьей (секущей)

· углы, образующие какую-то пару соответственных углов, равны, 

· [image: image70.wmf]углы, образующие какую-то пару внутренних или внешних односторонних углов, дают в сумме  
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· внутренние накрест лежащие углы равны,

    то эти прямые параллельны.

2. Если две различные прямые параллельны 
третьей, то они параллельны между собой 
(транзитивность параллельных).
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	Глава 14. О решении геометрических задач
      Методы:

1) метод от противного;

2) метод ключевого треугольника;

3) метод проведения диагонали;

4) метод продолжения медианы;

5) перебор вариантов;

6) метод симметрии;

7) чертеж! Будьте внимательны и бдительны!
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	Свойства параллельных прямых:
     При пересечении двух параллельных прямых третьей (секущей)

· все соответственные углы попарно равны,

· пары внутренних или внешних односторонних углов дают в сумме  
[image: image2.wmf]°
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,

· внутренние накрест лежащие углы равны.

          m
Глава 4.  Плоские  углы  на  плоскости
Определение: углом называется часть плоскости, заключенная 
         между двумя лучами этой плоскости, имеющими общее начало.
Определение:  два угла называются смежными, если одна сторона 
            у них общая, а две другие стороны образуют прямую линию.    


Теорема 4.1  Сумма смежных углов рана 
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Определение:  если угол равен углу, смежному с ним, то такой угол 
                         называется прямым.     Величина прямого угла - 
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                         Углы меньшие 
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, называются острыми, 

                                                              углы от 
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	Определение:  два угла полученные при пересечении двух прямых, 
                        стороны которых являются  лучами этих прямых, 
                        называются вертикалями.

 Теорема 4.2.    Вертикальные углы равны.
Определение:    луч с началом вершине  данного угла, лежащий  
                          внутри  этого угла и делящий его на два равных угла, 
                          называется биссектрисой этого угла. 
   Прямая, на которой    лежит биссектриса, 
   является осью симметрии угла.
Глава 5. Окружность   на   плоскости
  Определение:  окружность – это замкнутая плоская кривая, состоя-
                          щая из всех точек плоскости, равноудаленных от 
                          данной точки – центра окружности.

   Фигура ограниченная окружностью, называется кругом. 

    Отрезок, соединяющий две точки окружности, называется хордой.

 Хорда, проходящая через центр окружности, - диаметр окружности.

Теорема 5.1. Любая прямая, проходящая через центр окружности, является её осью симметрии.
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	Замечание. Отрезок, соединяющий середины
 диагоналей трапеции, параллелен основаниям 
трапеции и равен полуразности их.
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                                          Замечание. Прямая, проходящая через точку 
                                            пересечения диагоналей трапеции и через 
                                            точку пересечения продолжений её боковых 
                                            сторон, делит основания трапеции пополам.


Замечание. Отрезок, параллельный основаниям,
 проходящий через точку пересечения диагоналей 
есть среднее гармоническое оснований трапеции.
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Замечание.  В трапецию можно вписать 
окружность тогда и только тогда, когда
сумма оснований равна сумме боковых 
сторон.      ВС + AD = AB + CD.

Определение: трапеция называется равнобокой, 
если ее боковые стороны равны.

Свойства равнобокой трапеции:

1. Диагонали равнобокой трапеции равны.

2. Углы при одном основании равнобокой 
трапеции равны.

3. Около равнобокой трапеции можно описать 
окружность, центр которой лежит на середин-
ном перпендикуляре к основаниям трапеции.

4. Если центр описанной окружности лежит на 
основании трапеции, то ее диагональ перпен-
дикулярна боковой стороне.

В равнобокую трапецию можно вписать 
окружность тогда и только тогда, когда 
боковая сторона равна средней линии 
трапеции. AB = 
[image: image10.wmf]2
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	Теорема 13.8.  (признаки ромба)

           а) Если в параллелограмме диагонали перпендикулярны, то этот  
               параллелограмм – ромб.

           б) Если в параллелограмме одна из диагоналей является 
                биссектрисой своих углов, то этот параллелограмм – ромб.

           в) Если диагональ параллелограмма лежит на биссектрисе  его   
                угла, то это ромб.

Замечание . В любой ромб можно вписать 
 окружность, центр которой лежит в точке 
 пересечения диагоналей.

13.4. Квадрат
Определение:  квадратом называется четырехугольник, у которого все стороны равны между собой, а все углы – прямые. (Квадрат - правильный четырехугольник).

   Квадрат обладает всеми свойствами параллелограмма, прямоугольника и ромба.

13.5. Трапеция
Определение: трапецией называется четырехугольник, у которого две стороны параллельны между собой, а две другие не параллельны. /Параллельные стороны – основания, непараллельные – боковые/.

Определение:  средней линией трапеции называется отрезок, соединяющий середины боковых сторон трапеции.

Теорема 13.9.  Средняя линия трапеции 
        параллельна основаниям трапеции 
        и равна их полусумме.
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	Теорема 5.2.   Диаметр окружности, перпендикулярный хорде, делит эту хорду пополам.
  Теорема 5.3.  Окружность и прямая, а также 
                    две окружности могут пересечься 
                    не более чем в двух точках.
5.1. Касательная к окружности
Определение:  если прямая имеет единственную общую точку с 
                        окружностью, то такая прямая называется касательной 
                        к окружности. Общая точка окружности и касательной 
                        называется  точкой касания.


 Теорема 5.4.     Через любую точку окружности проходит единственная прямая, касающаяся окружности. Эта прямая перпендикулярна соответствующему радиусу в его конце.

Теорема 5.5.    Касательные к окружности, 
             выходящие из одной точки, равны. 
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	Замечание. Если окружность вписана в угол, то ее центр лежит на биссектрисе этого угла.

5.2. Касание двух окружностей
Возможны два вида касания окружностей:
     в н е ш н е е            и                в н у т р е н н е е.


Замечание. Точка касания двух окружностей лежит на линии их центров.

Замечание. Две касающиеся окружности имеют общую касательную, проходящую через точку их касания и перпендикулярную линии их центров.


          5.3.   Измерение углов, связанных с окружностью
Определение:  центральным углом окружности называется угол с 
                            вершиной в центре этой окружности.

Теорема 5.6  Центральный угол измеряется дугой, на которую он опирается.
Определение:  вписанным углом окружности называется угол, вершина
                          которого расположена на окружности, а стороны 
                          пересекают окружность.
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	13.2. Прямоугольник
Определение: прямоугольником называется четырехугольник, 
                             все углы  которого равны.

Теорема 13.5.   (свойства прямоугольника) Прямоугольник – параллелограмм, у которого равны диагонали.

Теорема 13.6.  (признаки прямоугольника) 

1. Параллелограмм с равными диагоналями является прямоугольником.

2. Параллелограмм с прямым углом является прямоугольником.

3. Четырехугольник с тремя прямыми углами является прямоугольником
Замечание . Если около параллелограмма
             можно описать окружность, то это 
             прямоугольник, диагональ которого
             – диаметр окружности.

13.3. Ромб
Определение: ромбом называется четырехугольник, все стороны 
                      которого равны между собой.

Теорема 13.7.  (свойства ромба)   
            а) Ромб является параллелограммом.

            б) Диагонали ромба перпендикулярны.

             в) Каждая из диагоналей ромба
                  является биссектрисой 
                   соответствующих углов ромба.

                                                                                                                    31

	Теорема 13.4.  (признаки параллелограмма) Если четырехугольник имеет любое из условий: 
             а) противоположные стороны равны;

             б) противоположные углы равны;

              в) соседние углы в сумме составляют 180°;

              г) диагонали делятся пополам точкой пересечения;

              д) две противоположные стороны равны и параллельны;

              е) противоположные стороны попарно равны,

то этот четырехугольник – параллелограмм


Замечание.  Сумма квадратов диагоналей параллелограмма равна сумме квадратов всех его сторон. d12 + d22 = 2a2  + 2b2.
Замечание.  Середины сторон четырехугольника 
 служат  вершинами  параллелограмма,  стороны 
 которого параллельны диагоналям четырехуголь-
 ника и равны половинам этих диагоналей.
Замечание. Биссектриса угла параллелограмма отсекает от него равнобедренный треугольник.
Замечание.  Биссектрисы соседних углов 
      параллелограмма перпендикулярны, а 
      биссектрисы противоположных углов
 параллельны или лежат на одной прямой.

                                                  Замечание.  Высоты параллелограмма, 
                                               опущенные из одной вершины, образуют 
                                                угол, равный углу параллелограмма при 
                                                 соседней вершине.

30
	
	Теорема 5.7.   Вписанный угол измеряется половиной дуги, на которую
                      он опирается.   

Замечание.  Если вписанные в окружность углы опираются на одну и ту же дугу, то эти углы равны.

Теорема 5.8   В любой окружности вписанный угол, опирающийся на диаметр, равен 90(.


Теорема 5.9   Угол с вершиной внутри круга измеряется полусуммой двух дуг, одна из которых расположена внутри этого угла, а другая – внутри угла, вертикального к данному.

Теорема 5.10  Угол с вершиной вне круга, а стороны пересекают окружность, измеряется полуразностью дуг, заключенных внутри угла.

Теорема 5.11.   Угол между касательной к окружности и хордой, проведенной через точку касания, измеряется половиной дуги, заключенной внутри этого угла.
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	Замечание. Угол между касательной и хордой 
                      равен  любому  вписанному  углу,
                      опирающемуся на дугу между 
                      касательной и хордой.
5.4. Точки, принадлежащие окружности

Теорема 5.12. Через любые три точки, не лежащие на одной прямой, можно провести единственную окружность.

   Теорема 5.13.  Если для четырех точек плоскости А, В, М и К выполняется одно из следующих условий:

         а) точки М и К расположены по одну сторону от прямой АВ и при этом (АМВ = (АКВ;

        б) точки М и К расположены по разные стороны от прямой АВ и при этом (АМВ + (АКВ = 180°,

 то точки  А, В, М и К лежат на одной окружности.


Замечание. Если (АМВ = (АКВ = 90°, то точки А, В, М, К расположены на окружности с диаметром АВ.
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	Определение: описанный  четырехугольник – четырехугольник , стороны  которого    касаются    одной  окружности.

 Теорема 13.2.  (свойство и признак описанного 
                            четырехугольника).                    

    Для   того  чтобы  выпуклый  четырехугольник 
АВСD являлся  описанным, необходимо и достаточно, 
чтобы суммы противоположных сторон были равны.
               АВ + DС = ВС + AD.

Замечание (обобщенная теорема о свойствах   и  признаках   описанного   четырехугольника)
           Пусть  в  выпуклом   четырехугольнике  АВСD  нет  параллельных  сторон. Обозначим через Е и F точки пересечения прямых АВ и  DC, ВС и АD соответственно. Будем считать, что точка С – на отрезке  BF, а точка А на отрезке ВЕ. Для того 
чтобы четырехугольник АВСD был опи-
санным, необходимо и достаточно вы-
полнения  любого  из  следующих  условий:

1. AB + CD = AD + BC

2. ED +  BF = DF +BE

3. EA +AF = EC +CF.
                     13.1. Параллелограмм

Определение: параллелограммом называется четырехугольник, 
                    противоположные стороны которого попарно параллельны.
Теорема 13.3. (свойства параллелограмма) В любом  параллелограмме:

             а) противоположные стороны равны;

             б) противоположные углы равны;

              в) соседние углы в сумме составляют 180°;

              г) диагонали делятся пополам точкой пересечения.
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	Теорема 12.1. Сумма углов любого n-угольника равна 
[image: image12.wmf].
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Замечание. Сумма внешних углов любого выпуклого п – угольника 
                      равна 360°.

Глава 13. Четырехугольники
Определение:  вписанный   четырехугольник – четырехугольник ,  вершины  которого  расположены  на  одной окружности. 

                                        Теорема 13.1.  (свойства и признаки вписанного 
                                                                     четырехугольника).                    
                                         Для   того   чтобы  четырехугольник  АВСD  
                                        был  вписанным,  необходимо  и  достаточно   
                                        выполнения  любого  из  следующих  условий:   
                                            1.  ABCD –  выпуклый  четырехугольник  и  
                                                  ( АВD = (АСD;

                                            2.  сумма  двух  противоположных  углов  
                                                 четырехугольника  равна   180(.


Замечание (теорема Птолемея). 

       Во вписанном четырехугольнике 
произведение диагоналей равно сумме 
произведений его противоположных сторон.

АС ∙ ВD = AB ∙ CD + BC ∙ AD.
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	5.5. Свойства хорд, секущих, касательных

   Теорема 5.14.  (об отрезках хорды).  
            Произведение частей хорды, на которые 
      она разбивается точкой пересечения другой 
       хордой, постоянно, причем ВА ∙ АВ1 = R2 – a2,
       где   a = ОА, R – радиус окружности.

Теорема 5.15  (о секущих к окружности).

                                             Произведение секущей на её внешнюю часть 
                                           постоянно для всех секущих, проведенных из 
                                          одной точки, причем ВА∙АВ1=АС∙АС1= a2 –R2,
                                            где   a = ОА, R – радиус окружности.

Следствие и теоремы о секущих : (о касательной к окружности).
       Произведение секущей на её
 внешнюю часть равно  квадрату 
 касательной,  проведенной  из этой же 
 точки, причем ВА ∙ АВ1 = AD2 = a2 – R2,
 где   a = ОА, R – радиус окружности.

Глава 6. Треугольники   на   плоскости
Определение:  отрезок, соединяющий вершину треугольника с 
                           серединой противоположной стороны, называется 
                           медианой треугольника. 

Определение:  отрезок биссектрисы угла треугольника от вершины 
                      до точки пересечения со стороной треугольника 
                      называется  биссектрисой треугольника.
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	Определение:перпендикуляр, опущенный из вершины треугольника к 
              противоположной стороне треугольника или ее продолжению 
              называется высотой треугольника.

Теорема 6.1  (свойство биссектрисы треугольника).

           Биссектриса внутреннего угла треугольника 
       делит  противоположную   сторону   на   части, 
    пропорциональные прилежащим к ним сторонам.     
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                                       Замечание. Квадрат биссектрисы внутреннего 
                                        угла треугольника равен произведению 
                                        сторон, её заключающих, без произведения 
                                        отрезков третьей стороны, на которые она 
                                        разбивается биссектрисой.
                                                АА12 = ВА ∙ АС – ВА1 ∙ А1С         
Замечание. В остроугольном треугольнике точка 
  пресечения высот является центром окружности,
  вписанной  в  треугольник, вершинами которого
  являются основания высот данного.

Замечание.(теорема Чевы).
    Если точки А1, В1 и С1 лежат соответственно 
на сторонах ВС, АС и АВ треугольника АВС, то отрезки АА1, ВВ1 и СС1 пересекаются в одной точке внутри треугольника тогда и только тогда, когда  
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	Глава 11. Кратчайшие пути на плоскости
     Как известно, чтобы попасть из одной точки плоскости в другую кратчайшим путём, надо двигаться по прямой линии.
Задача: дана прямая l и две точки А и В по одну сторону от нее. Найдите на прямой l точку М такую, чтобы длина двузвенной ломаной АМВ была наименьшей.
1) построим точку А1 симметричную А относительно прямой l;
2) точка пересечения отрезка А1В с прямой l и есть искомая точка М, т.к.длина ломанной АМВ равна А1МВ, но А1МВ наименьшая поскольку - отрезок. 

[image: image15.png]Al‘




Глава 12. Многоугольники на плоскости
Определение:  замкнутая ломаная, не имеющая самопересечений, 
                           ограничивает многоугольник.

Звенья этой ломаной называются сторонами многоугольника.

Отрезки, соединяющие две несоседние вершины многоугольника, называются диагоналями многоугольника.

Если все углы многоугольника меньше 
[image: image16.wmf]°
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, то этот многоугольник называется выпуклым.
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	Построение касательной к окружности
1) анализ: вписанный угол, опирающийся 7на диаметр, равен 90°,;
2) строим на отрезке АО как на диаметре окружность;
3) построенная окружность пересечет данную в двух точках В и В1, которые и есть точки касания;

4) соединим их с точкой А, 
получим касательные.

Построение ГМТ, из которых данный отрезок АВ
 виден под заданным углом (
1) построим (ВАС = (:

2) поострим серединный перпендикуляр к 
отрезку АВ и прямую, перпендикулярную 
прямой АС и проходящую через точку А:

3) О – точка пересечения перпендикуляров 
– центр окружности;

4) дуга АМВ этой окружности и 
симметричная ей дуга относительно прямой 
АВ (исключая точки А и В) и есть искомое ГМТ.

Построение отрезка по формуле  
[image: image17.wmf]
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2) на одной стороне любого угла от 
вершины последовательно отложим 
отрезки a и c , а на другой – отрезок b;

3) проведем прямую l через концы отрезков 
a и b, а через другой конец отрезка c - 
прямую, параллельную l;

4) получим отрезок х..     
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	6.1. Признаки равенства треугольников
Первый признак равенства треугольников.

 Теорема 6.1.     Если две стороны и угол между ними одного треугольника равны соответсвенно двум сторонам и углу между ними другого треугольника, то такие треугольники равны.

Второй признак равенства треугольников.

 Теорема 6.2. Если сторона и два прилежащих к ней угла одного треугольника равны соответственно стороне и двум прилежащим к ней углам другого треугольника, то такие треугольники равны.

Третий признак равенства треугольников.

Теорема 6.3.     Если три стороны одного треугольника равны соответственно трем сторонам другого треугольника, то такие треугольники равны. 
6.2. Углы  треугольника


Теорема 6.4.   Сумма углов в любом треугольнике равна 
[image: image21.wmf]°

180
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	Определение:  углы, смежные с углами треугольника, называются 
                       внешними углами треугольника.

 Теорема 6.5.   Внешний угол треугольника равен сумме двух внутренних углов, не смежных с ним.    
                                          Замечание. Если угол С треугольника АВС 
                                          равен γ, К – точка пересечения биссектрис 
                                          двух других углов, то (АКВ = 90° + 
[image: image22.wmf]2

g

.
6.3. Неравенство между сторонами
и углами  треугольника
Теорема 6.6.    В любом треугольнике против большей стороны лежит больший угол. И, наоборот, против большего угла лежит большая сторона.
Теорема 6.7.    (Неравенство треугольника)     В любом треугольнике сумма двух сторон больше третьей стороны.  
 a +b > c ,   b + c > a ,   c + a > b . 

  Разность любых сторон треугольника меньше третьей стороны треугольника.

12
	
	Построение   угла, равного данному
1) выбрать на сторонах угла произвольные точки, получив треугольник

2)  построить равный ему по трем сторонам, вместе с этим построим и угол, равный данному.

Построение биссектрисы угла
1) построить произвольную окружность с центром в вершине угла;

2) обозначить точки пересечения, окружности и сторон угла;

3) построить окружности с равными радиусами и центрами в точках пересечения; обозначить точку пересечения окружностей;

4) получившиеся треугольники равны по трем сторонам, значит углы равны,

5) соединить точку пересечения окружностей с вершиной угла, этот луч и будет биссектрисой этого угла.

Построение прямой, через данную точку, параллельной данной
    Дана прямая l и точка А, расположенная вне этой прямой. Построить прямую, проходящую через А и параллельную l.

1) построим окружность, проходящую через А и  пересекающую l  в точках В и С так, что отрезки АВ и АС не равны.

2) построим еще одну окружность с центром  С и радиусом, равным АВ.  Среди точек пересечения есть одна точка соединив которую с А мы получим прямую параллельную l .  
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	Деление отрезка пополам
1)  построить две одинаковые пресекающиеся окружности  с центрами в концах отрезка;
2) проведем прямую  через точки их пересечения  и найдем точку пересечения этой прямой с отрезком. Это и есть середина отрезка, а прямая – серединный перпендикуляр к нему.
Построение треугольника, равного данному

1) откладываем в нужном месте отрезок, равный одной из сторон треугольника;

2) с центрами в концах этого отрезка строим две окружности, радиусы которых равны двум другим сторонам треугольника;

3) точка пресечения этих окружностей – третья вершина нужного треугольника.                        

Построения, основанные на свойствах прямоугольного треугольника.
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	6.4. Теорема Фалеса
Теорема 6.8. (теорема Фалеса) 
        Если на одной стороне угла параллельные 
 прямые отсекают равные между собой 
отрезки, то и на другой стороне этого
 угла они отсекают равные 
между собой отрезки.
Теорема 6.9. Отрезки, отсекаемые на одной стороне угла параллельными прямыми, пропорциональны соответствующим отрезкам, отсекаемым этими прямыми на другой стороне этого угла.
6.5. Средняя линия треугольника
Определение:  средней линией треугольника называется 
        отрезок, соединяющий середины двух его сторон.

 Теорема 6.10.    Средняя линия треугольника 
параллельна соответствующей стороне этого
 треугольника и равна половине этой стороны.
6.6. Описанная и вписанная окружности треугольника
Теорема 6.11.    У любого треугольника существует 
     и притом единственная описанная окружность, 
    центр которой – точка пересечения серединных 
    перпендикуляров к сторонам треугольника.

Теорема 6.12.   У каждого треугольника существует 
единственная вписанная окружность с центром в 
точке пересечения биссектрис  треугольника.

Замечание. Если в треугольник 
   вписана окружность, то отрезки
 от вершин до точек касания раны 
  разности полупериметра и противо-
  лежащей стороны этой вершины.

  АМ = р – ВС; ВМ = р – АС; СР = р – АВ.
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	Замечание. Если в треугольнике вписанная и вневписанная окружности, то отрезки касательных можно выразить через стороны треугольника:

АВ1 = АС1 = p – a.                     ВА1 = ВС1 = СА2 = СВ2 = p – b.

 С1С2 = В1В2 = a. А1А2 = (b - c(. СА1 = СВ1 = ВА2 = ВС2 = p–c. 
Где p–полупериметр треугольника АВС, a=ВС, b=АС, c=АВ.
6.7.   Подобие треугольников
Определение:  два треугольника называются подобными, если у них равны углы и соответствующие стороны пропорциональны. /Отношение сторон – коэффициент подобия треугольников/.

Теорема 6.13.  Параллельные прямые, пересекающие 
    стороны угла, образуют с его сторонами подобные 
     между собой треугольники.
Признаки подобия треугольников

I. Если две стороны одного треугольника пропорциональны соответствующим сторонам другого треугольника и углы между ними равны, то такие треугольники подобны.

II.  Если два угла одного треугольника соответственно равны двум углам другого треугольника, то такие треугольники подобны.
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	Г М Т, из которых данный отрезок виден под данным
          углом, есть две симметричные, опирающиеся на 
          данный отрезок, дуги (исключая концы этих дуг).

Г М Т, равноудаленных от двух параллельных 
прямых, есть параллельная им прямая, прохо-
дящая через середину их общего перпендику-
ляра (на ней лежат центры окружностей, каса-
ющихся данных прямых).


Г М Т, равноудаленных от двух пересекающихся 
прямых, есть две взаимно перпендикулярные прямые, 
на которых лежат биссектрисы вертикальных углов, 
образовавшихся при пересечении данных прямых (на
 них лежат центры окружностей, касающихся данных прямых).

Г М Т, удаленных на данное расстояние от прямой, есть две параллельные ей прямые. 

Г М Т, являющимися вершинами прямоугольных 
             треугольников с данной гипотенузой, есть
             окружность,  построенная  на   гипотенузе 
              как на диаметре (исключая концы гипотенузы).

       Глава 10.    Задачи на построение 
Построение перпендикуляра  к прямой l через данную точку A
1) построим две окружности с центрами на l , проходящими через точку A ;
2) вторая точка пересечения  этих окружностей  даст точку A1  - симметричную A относительно l ;
3) проведя прямую AA1 , мы получим  искомый перпендикуляр.
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	8.1. Решение прямоугольных треугольников


Дано: гипотенуза и острый угол.

   x = c ∙ cos (  ;    y = c ∙ sin ( ;   ( =90° - (
    

Дано: катет и острый угол.

   x = b ∙ tg (  ;    y = 
[image: image23.wmf]a
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Дано: высота, опущенная на гипотенузу и острый угол.
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     Глава 9.    Геометрические места точек  (ГМТ)

Под геометрическим местом точек будем понимать множество всех точек, обладающих определенным геометрическим свойством.

 Окружность - это геометрическое место точек плоскости, равноудаленных от заданной точки (центра).

Серединный  перпендикуляр к отрезку - это геометрическое место точек плоскости, равноудаленных от концов этого отрезка.

Биссектрису угла - геометрическое место точек плоскости, равноудаленных от сторон угла. 
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	III.  Если три стороны одного треугольника соответственно пропорциональны трем сторонам другого треугольника, то такие треугольники подобны.
Теорема 6.14.  (основное свойство подобных треугольников)

         Отношение любых соответствующих элементов двух подобных треугольников равно коэффициенту подобия треугольников.

6.8.   Замечательные точки треугольника
Замечательные точки треугольника:

· точка пересечения серединных перпендикуляров к сторонам треугольника – центр описанной окружности;

· точка пересечения биссектрис внутренних углов треугольника – центр вписанной окружности;

· точка пересечения высот треугольника – ортоцентр;

· точка пересечения медиан треугольника – центр тяжести.

Теорема 6.15.  (о высотах треугольника)  
     Три высоты треугольника 
  пересекаются в одной точке.
Теорема 6.16.  (о медианах треугольника).

   Медианы треугольника пересекаются в одной 
точке и делятся этой точкой в отношении 2 : 1 
(считая от вершин).

Теорема 6.17. Три замечательные точки треугольника: 
центр вписанной окружности, точка пересечения 
медиан  и   точка   пересечения   высот  лежат  на 
одной прямой (прямая Эйлера).
                                                                                                     15

	Замечание (три роли одной точки). В остроугольном треугольнике точка пересечения высот является центром окружности, вписанной в треугольник, вершинами которого являются основания высот данного. 

Теорема 6.18.  (о вневписанной окружности). 
     Для любой окружности существует 
вневписанная окружность, касающаяся 
одной и продолжений двух других сторон, 
центр которой лежит в пересечении биссектрис 
внутреннего и двух внешних углов треугольника.
         6.9.   Равнобедренный треугольник
Определение:  треугольник с двумя равными сторонами называется  равнобедренным. Равные стороны – боковые, третья - основание.
Теорема 6.19.  В любом равнобедренном треугольнике:
1) углы при основании равны; 
2) медиана, биссектриса и высота, проведенные к 
основанию, совпадают; 3) высоты (медианы, 
биссектрисы), проведенные к боковым сторонам, равны.

Признаки равнобедренного треугольника
Если в треугольнике АВС  выполняется одно из следующих условий:

1) углы при вершинах А и С равны;

2) биссектриса и высота, выходящие из вершины В, совпадают;

3) высота и медиана, выходящие из вершины В, совпадают;

4) медиана и биссектриса, выходящие из вершины В, совпадают;
5) высоты (медианы, биссектрисы), проведенные к боковым сторонам,равны,
то этот треугольник равнобедренный, причём АВ=ВС.

Замечание. Внешний угол при вершине равнобедренного треугольника вдвое больше каждого из углов при основании.
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	Теорема 7.2. (теорема синусов)  Отношения сторон треугольника к синусам противолежащих углов постоянно и равно диаметру описанной окружности около этого треугольника, т.е.
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Глава 8.    Решение треугольника
1)  Дано: три стороны a, b, c
cos ( = 
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2)  Дано: две стороны a, b и угол между ними γ

      c2 = a2  + b2 – 2 a b cos γ ; далее см. 1)
3) Дано: две стороны a, b и угол (.

 sin ( =
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; рассмотреть варианты: нет решений, одно решение два решения (острый и тупой углы);  с =
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4) Дано: два угла  ( и (, сторона с.

γ = 180° - (( + (); a и b по теореме синусов.
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	Значения тригонометрических функций основных углов
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                 7.1. Теоремы косинусов и синусов
Теорема 7.1. (теорема косинусов) Квадрат стороны треугольника равен сумме квадратов двух других его сторон без удвоенного произведения этих сторон на косинус угла между ними, т.е.
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Следствие из теоремы косинусов: 

· Если a, b, c – стороны треугольника и a2 + b2 ( c2, то треугольник остроугольный.

· Если a, b, c – стороны треугольника и a2 + b2 = c2, то треугольник прямоугольный, причем угол, противолежащий с, прямой.

· Если a, b, c – стороны треугольника и a2 + b2  ( c2, то треугольник тупоугольный, причем угол, противолежащий с, тупой.
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	Замечание.  Если в равнобедренном треугольнике 
                                   какой-нибудь угол равен 60°, то он является 
                                   равносторонним (правильным).
6.10.  Прямоугольный треугольник
Определение:  прямоугольным называется треугольник, у которого 
                         есть прямой угол.

   Стороны, заключающие прямой угол , называются катетами.  
 Сторона, противоположная прямому углу, называется гипотенузой.

Признаки равенства прямоугольных треугольников
Два прямоугольных треугольника равны:
       1) по гипотенузе и катету;
                          2) по гипотенузе и острому углу;
                                                 3) по катету и острому углу.
Теорема 6.20. (свойство перпендикуляра) 
    Перпендикуляр меньше любой наклонной. Кратчайшим путем от точки к прямой является перпендикуляр к прямой. /Любой катет прямоугольного треугольника меньше его гипотенузы/.

Теорема 6.21.  (соотношения в прямоугольном треугольнике)

           Высота, опущенная на гипотенузу прямоугольного треугольника, есть среднее пропорциональное между отрезками гипотенузы, на которые она этой высотой разделена.     h2 = a1 ∙ b1

          Катет прямоугольного треугольника есть среднее пропорциональное между гипотенузой и проекцией этого катета на гипотенузу.
                     b2 = b1 ∙ c ;               a2 = a1 ∙ c
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	Теорема 6.22.  (теорема Пифагора)  В прямоугольном треугольнике квадрат гипотенузы равен сумме квадратов катетов:  c2 = a2 + b2.
Теорема 6.23.  (обобщенная  теорема Пифагора)  Пусть АВС - прямоугольный треугольник с гипотенузой АВ. Если lc, lb, la соответственные отрезки в треугольниках ABC, ACD и CBD соответственно (CD – высота в ABC), то справедливо равенство  lc2 = la2 + lb2.
Замечание.    Для того, чтобы катет треугольника был 
равен половине гипотенузы, необходимо и достаточно, 
чтобы противолежащий ему угол составлял 30°.

                                    Замечание. Центр окружности, описанной около 
                                         прямоугольного треугольника, расположен на 
                                       середине гипотенузы.   R = 
[image: image52.wmf]2

с

, где с - гипотенуза.
                                  Замечание.  Медиана прямоугольного треугольника, проведенная из вершины прямого угла, равна половине гипотенузы – радиусу описанной окружности.


Замечание.  Центр окружности, вписанной  в 
 прямоугольный треугольник, точки ее касания
 с  катетами и вершина  прямого угла образуют
 квадрат со стороной, равной радиусу вписанной 
 окружности, причем r = p – c, 
где р – полупериметр, с – гипотенуза прямоугольного треугольника.

Признаки прямоугольного треугольника:


1. Если квадрат одной стороны треугольника равен сумме квадратов двух других его сторон, то такой треугольник прямоугольный.

2. Если медиана треугольника равна половине ей соответствующей стороны, то этот треугольник прямоугольный.
18
	
	6.11. Правильный треугольник
Определение: треугольник с равными сторонами называется  правильным или равносторонним.

Свойства правильного треугольника:

1. Все углы равны по 60°;

2. Центры вписанной и описанной окружностей совпадают – точка пересечении медиан, биссектрис и высот;

3. Радиус вписанной окр-ти в правильный треугольник равен 
[image: image53.wmf]3

2

а


4. Радиус описанной окр-ти около правильного треугольника равен 
[image: image54.wmf]3

а

, т.е. в два раза больше радиуса вписанной окружности.
Глава 7.    Тригонометрические функции
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Формулы тригонометрии
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Соответственные углы: 1и5, 4и8, 2и6… Односторонние углы:


внутренние 3 и 5, 4 и 6;�внешние 1 и 7, 2 и 8


Внутренние накрест лежащие: 3и6, 4и5.
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