Приложения
Аналитическая геометрия. Геометрические векторы

(Примерное содержание одной из глав будущего учебного пособия)

1.
Основные понятия

Геометрическим вектором называется направленный отрезок, который можно перемещать параллельно ему самому. 

Направленный отрезок с началом в точке A и концом в точке B обозначается 
[image: image1.wmf]B
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. Векторы обозначаются строчными латинскими буквами со стрелками: 
[image: image2.wmf]...
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Таким образом, два направленных отрезка 
[image: image3.wmf]D
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, имеющие одинаковые длины и направления, изображают один и тот же вектор 
[image: image4.wmf]a
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, и именно в этом смысле мы будем писать равенства между векторами и направленными отрезками: 
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 Всегда выражение «вектор AB» означает вектор, изображаемый направленным отрезком AB. 
Длиной (или модулем) вектора 
[image: image6.wmf]B

A

 называется расстояние между точками A и B. Будем считать, что единица измерения длин выбрана и, говоря о длинах отрезков, не будем указывать, какой единицей они измеряются. Модуль вектора AB обозначается символом 
[image: image7.wmf]B
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. Вектор нулевой длины называется нулевым и обозначается символом 
[image: image8.wmf]0
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Вектор 
[image: image9.wmf]A
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, равный по длине вектору
[image: image10.wmf]B
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 и противоположно направленный, называется противоположным и обозначается −
[image: image11.wmf]B
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. 

Вектор, длина которого равна 1, называется единичным. Единичный вектор, направление которого совпадает с направлением вектора AB, называется ортом вектора AB и обозначается 
[image: image12.wmf]e
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Углом между векторами 
[image: image13.wmf]a
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  и 
[image: image14.wmf]b

r

 называется угол 
[image: image15.wmf]a

 (0 ≤ 
[image: image16.wmf]a

 ≤ π), образованный этими векторами, при условии, что начальные точки этих векторов совпадают (этого можно добиться параллельным переносом векторов). 

Векторы, лежащие на параллельных или совпадающих прямых, называются коллинеарными. 

Векторы, лежащие в параллельных или совпадающих плоскостях, называются компланарными. Если угол между векторами равен  
[image: image17.wmf]2

p

, то векторы называются ортогональными. 

1. Сложение векторов и умножение вектора на число

Суммой векторов 
[image: image18.wmf]C
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 называется вектор 
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 с началом в точке A и концом в точке C (правило треугольника). 

Произведением вектора 
[image: image20.wmf]a
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 и действительного числа 
[image: image21.wmf]k

 называется вектор 
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, модуль, которого равен 
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, направление совпадает с направлением вектора 
[image: image24.wmf]a
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 при 
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>

k

 и противоположно направлению вектора 
[image: image26.wmf]a
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 при 
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 (рис.2). При 
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 произведение 
[image: image29.wmf].
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Операции сложения векторов и умножения вектора на число называются линейными операциями. 

Свойства линейных операций с векторами 

Для любых векторов 
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 и любых чисел α, β: 


[image: image31.wmf].
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Условие коллинеарности векторов: два ненулевых вектора 
[image: image32.wmf]a
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 и 
[image: image33.wmf]b

 коллинеарны тогда и только тогда, когда они пропорциональны, т.е. существует число  (
[image: image34.wmf]k

) такое, что 
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Нулевой вектор считается коллинеарным любому вектору.

3.
Скалярное произведение векторов
Скалярным произведением векторов 
[image: image36.wmf]a
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 и 
[image: image37.wmf]b

 называется число, обозначаемое 
[image: image38.wmf])
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 и равное произведению их модулей и косинуса угла 
[image: image39.wmf]j

  между ними, т.е. 
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Свойства скалярного произведения векторов

Для любых векторов  
[image: image41.wmf]c
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 и любых чисел α, β: 


[image: image42.wmf];
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Из определения скалярного произведения следует, что угол между ненулевыми векторами 
[image: image43.wmf]b
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 определяется формулой 
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Если хотя бы один из векторов нулевой, то угол 
[image: image45.wmf]j

   не определен. 

Из формулы (1) следует условие ортогональности векторов:

два вектора ортогональны тогда и только тогда, когда их скалярное произведение равно нулю, т.е. 


[image: image46.wmf].
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(нулевой вектор считается ортогональным любому вектору). 

Механический смысл скалярного произведения: работа 
[image: image47.wmf]A

 постоянной силы 
[image: image48.wmf]F

r

, действующей на материальную точку, при ее перемещении из точки 
[image: image49.wmf]A

 в точку 
[image: image50.wmf]B

 определяется формулой 
[image: image51.wmf]AB
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4.Векторное произведение векторов
Векторным произведением векторов 
[image: image52.wmf]a
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 и 
[image: image53.wmf]b

  называется вектор, 
[image: image54.wmf]c
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, который обозначается 
[image: image55.wmf]b
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 и удовлетворяет следующим трем условиям: 


[image: image56.wmf]c

b

a

b

с

и

a

c

b

a

c

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

,

,

.

3

;

.

2

;

sin

.

1

^

^

×

×

=

j


образуют правую тройку, т.е. из конца вектора 
[image: image57.wmf]c
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 кратчайший поворот от вектора 
[image: image58.wmf]a
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 к вектору 
[image: image59.wmf]b
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 виден против часовой стрелки.

Замечание. Это определение однозначно определяет векторное произведение ненулевых векторов. Если хотя бы один из сомножителей — нулевой вектор, то векторное произведение считается равным нулевому вектору. 

Из определения векторного произведения следует, что 
[image: image60.wmf]0

r

r

r

=

´

a

a

 для любого вектора 
[image: image61.wmf]a
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Геометрический смысл векторного произведения: модуль векторного произведения векторов численно равен площади параллелограмма, построенного на этих векторах как на сторонах. 

Свойства векторного произведения векторов

Для любых векторов 
[image: image62.wmf]c
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 и любых чисел α, β: 
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,    т.е. векторное произведение антикоммутативно; 

1. 
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, т.е. векторное произведение дистрибутивно  относительно сложения;

2. 
[image: image65.wmf])
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, т.е. векторное произведение ассоциативно относительно вещественного множителя.

Условие коллинеарности векторов: два вектора коллинеарны тогда и только тогда, когда их векторное произведение равно нулевому вектору, т.е. 
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(нулевой вектор можно считать коллинеарным любому вектору). 

5.Смешаное произведение векторов
Смешанным произведением векторов  
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  называется число, обозначаемое (
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)  и определяемое равенством 
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т.е. векторное произведение двух векторов 
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 умножается скалярно на третий вектор 
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По определению скалярного и векторного произведений имеем 

(
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причем знак (+) берется в том случае, когда угол θ острый, т.е. тройка векторов 
[image: image77.wmf]c
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  — правая, знак (−) берется в том случае, когда угол θ тупой, т.е. тройка векторов 
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  — угол между векторами  
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 —  угол между векторами  (
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Геометрический смысл смешанного произведения: смешанное произведение векторов 
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равно объему параллелепипеда, построенного на этих векторах как на сторонах, взятому со знаком (+), если тройка векторов 
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— правая, и со знаком (−), если тройка векторов 
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Свойства смешанного умножения векторов

1. Условие компланарности векторов: три вектора компланарны тогда и только тогда, когда их смешанное произведение равно нулю. 

2. (
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 операции векторного и скалярного умножения в смешанном произведении можно менять местами; 

3. 
[image: image89.wmf])
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 в смешанном произведении можно осуществлять круговую перестановку множителей  местами; 

4. 
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 в смешанном произведении при перестановки двух множителей  местами меняется знак произведения на противоположный; 

(Из примерного содержания практического пособия для учащихся)

Вопросы к повторению темы «Прямая на плоскости»:
[image: image91.wmf]
1. При каком условии прямая  
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 проходит через начало координат? 

2. При каком условии прямая 
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параллельна оси абсцисс? 

3. При каком условии прямая 
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параллельна оси ординат? 

4. При каком условии уравнение прямой 
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можно записать в отрезках? 

5. При каком условии прямые  
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 пересекаются? 

6. При каком условии прямые  
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 параллельны? 

7. При каком условии прямые  
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 совпадают?

Контрольная работа 

10 класс «Аналитическая геометрия».

Угол прямой с плоскостью.

(Из примерного содержания методического пособия для учителя)

1. В основании прямого параллелепипеда АВСДА1 В1 С1 Д1 лежит параллелограмм с углом при вершине А равным 600. Отношение ребер АВ: АД : АА = 1: 2 : 3. Найдем угол между прямой В1 Д и плоскостью грани АА1 Д Д1.

2. В основании пирамиды SABC лежит равнобедренный треугольник с прямым углом С. Каждое боковое ребро образует с плоскостью основания угол, равный 450 . На ребре SB взята точка М – середина этого ребра. Найдем угол между прямой АМ и плоскостью грани SBC.

3. В правильной призме АВСА1 В1 С1 угол между прямыми АВ и АС равен 2а. Найдем угол между прямой ВС и плоскостью грани АСС1 А .

4. В основании прямой призмы АВСА1 В1 С1 лежит равнобедренный треугольник с прямым углом при вершине С. Высота призмы равна катету основания. На ребрах АВ, СС, АС взяты соответственно точки Р, Q, R – середины этих ребер. Построим сечение призмы плоскостью, проходящей через вершину С, параллельно прямой РQ и В R и найдем угол, который образует с секущей плоскостью прямая СВ.

5. На ребрах А В  и ДД  куба АВСД А1 В1 С1 Д1  взяты соответственно точки P и Q – середины этих ребер. Найдем угол, который образует прямая В1 Д с секущей плоскостью а, проходящей через вершину С, перпендикулярно прямой PQ. Построим сечение куба плоскостью а и найдем точку пересечения прямой PQ с плоскостью а.

Контрольная работа

11 класс
 1. Найдите точку пересечения прямых EQ 3x – 4y – 29 = 0 и EQ 2x + 5y + 19 = 0. 

2. Определите, при каких значениях параметров EQ a и EQ b прямые EQ ax – 2y – 1 = 0 и EQ 6x – 4y + b = 0 

а) имеют одну общую точку; 

б) параллельны; 

в) совпадают. 

3. Даны вершины треугольника EQ A(2,1), EQ B(–1,–1) и EQ C(3,2). Составьте уравнение высоты, опущенной из вершины EQ B на сторону EQ AB. 

4. Найдите расстояние от точки EQ M(0,–3) до прямой EQ 5x – 12y – 23 = 0
5. При каких значениях параметров EQ a, EQ b и EQ c уравнение 

EQ x\s\up6(2) + y\s\up6(2) + ax + by + c = 0
определяет окружность. Найдите ее радиус и координаты центра.


6.  Составьте уравнение окружности, симметричной окружности EQ x\s\up6(2) + y\s\up6(2) – 2x – 4y + 4 = 0 относительно прямой EQ x – y – 3 = 0. 

7.
Составьте уравнение геометрического места точек, расстояния от которых до точки EQ A(0,1) в два раза меньше расстояния до прямой EQ y – 4 = 0. 

Зачет по аналитической геометрии.

11 класс

I вариант.

1. На ребрах A1B1 и BC куба ABCDA1B1C1D1 взяты соответственно точки P и Q – середины этих ребер. Считая ребро куба равным  a, найдите расстояния до прямой PQ от следующих точек: C1; б) D1; в) D.

2. На ребре C1D1 куба ABCDA1B1C1D1 взята точка P – середина этого ребра. Считая ребро куба равным  a, найдите расстояния до плоскости BDP от следующих точек: A1; б) A; в) C1.

3. На ребрах AB, CC1 и С1D1 куба ABCDA1B1C1D1 взяты соответственно точки P, Q и R – середины этих ребер. Считая ребро куба равным  а, найдите расстояния между прямой B1D1 и следующими прямыми: DP; б) DQ; в) DR.

4. В правильной призме ABCDA1B1C1D1 угол между прямыми BD1 и B1D равен 90о. Найдите углы, которые образует прямая  B1D со следующими прямыми: AA1; б) A1C; в) CD1.

5. На ребре СС1 правильной призмы ABCDA1B1C1D1, боковое ребро которой в два раза больше стороны основания, взяты точки Е1, Е2 и Е3 – такие, что СЕ1=Е1Е2=Е2Е3=Е3С1, а на ребре CD взята точка К – середина этого ребра. Найдите углы, которые образуют с плоскостью АА1К следующие прямые: DE1; б) DE2; в) DE3.

6. Основанием пирамиды MABCD является прямоугольник, а ее боковое ребро MB перпендикулярно плоскости основания и АВ: AD: МВ=1:2:1. На ребрах АD и АВ взяты соответственно точки  K и L – середины этих ребер. Найдите следующие двугранные углы: а) MCLB; б) MACB; в)MCKB.

Зачет по аналитической геометрии.

II вариант.
1. На ребрах СС1 и AD правильной призмы ABCDA1B1C1D1 взяты соответственно точки P и Q – середины этих ребер. Считая АВ = а, АА1 = 3а, найдите расстояния от точки D1 до следующих прямых: а)A1P; б)B1P; в)PQ.

2. На ребрах АВ и AD куба ABCDA1B1C1D1 взяты соответственно точки P и Q – середины этих ребер. Считая ребро куба равным а, найдите расстояния до плоскости C1PQ от следующих точек: а) С; б) А1; в)D.

3. В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1  АВ = АА1 = а, AD = 2а. На ребрах СС1 и AD взяты соответственно точки P и Q – такие, что СР : СС1 = AQ : AD = 1 : 3, а ни ребрах АВ и А1В1 взяты соответственно точки R и V – середины этих ребер. Найдите расстояния между прямой В1С1 и следующими прямыми: а) PQ; б) PR; в) PV.

4. На ребрах ВВ1 и CD куба ABCDA1B1C1D1 взяты соответственно точки F и K – середины этих ребер, а на ребре AD взяты точки Е1, Е2 и Е3 – такие, что AE1 = E1E2 = E2E3 = E3D. Найдите углы, которые образует прямая FK со следующими прямыми: а) C1E1; б) С1Е2; в) СЕ3.

5. На ребре АВ правильного тетраэдра MABC взяты точки P1 и Р2 – такие, что АР1 = Р1Р2 = Р2В. Найдите углы, которые образуют с плоскостью MAC следующие прямые: а) СВ; б) СР1; в) СР2.

6. Боковое ребро правильной четырехугольной пирамиды равно диагонали ее основания. Найдите следующие двугранные углы: а) при ребре основания; б) при боковом ребре; в) между противоположными боковыми гранями.

Зачет по аналитической геометрии.

III вариант.
1. В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1 с отношением ребер АВ:AD:АА1 = 1:2:1 на ребре СС1 взята точка P – середина этого ребра. Считая АВ = а, найдите следующие расстояния: а) от точки А1 до прямой DP; б) от точки Р до прямой A1D; в) от точки D до линии пересечения плоскостей A1DP и А1В1С1.

2. На ребрах СС1, AD и АВ куба ABCDA1B1C1D1 взяты соответственно точки P, Q и R – середины этих ребер. Считая ребро куба равным а, найдите расстояния до плоскости PQR от следующих точек: а) С; б) А1; в) А.

3. Высота МО правильной пирамиды MABCD равна стороне её основания и равна а. На ребре МС взяты точки Р1, Р2 и Р3 – такие, что СР1 = Р1Р2  = Р2Р3 = Р3М. Найдите расстояния между прямой АС и следующими прямыми: а) DP1; б)DP2; в) DP3.

4. На ребрах AD и ВВ1 прямоугольного параллелепипеда ABCDA1B1C1D1, у которого АВ:AD:АА1 = 1:2:2, взяты соответственно точки E и F – середины этих ребер. Найдите углы, которые образует прямая EF со следующими прямыми: а) АС1; б) B1D; в) DC1.

5. В основании пирамиды МАВС лежит равнобедренный треугольник с прямым углом при вершине С. Каждое боковое ребро пирамиды наклонено к плоскости основания под углом 45о. На ребре МС взята точка F – середина этого ребра. Найдите углы, которые образует прямая AF со следующими плоскостями: а) МОС, точка О – середина ребра АВ; б) МАВ; в) МВС.

6. Найдите двугранный угол при ребре основания правильной четырехугольной пирамиды в следующих случаях: а) высота пирамиды в два раза меньше диагонали основания; б) угол наклона бокового ребра к плоскости основания равен а; в) двугранный угол при боковом ребре равен 2β.

Зачет по аналитической геометрии.

IV вариант.
1. Боковое ребро правильной призмы ABCA1B1C1 в два раза больше стороны основания. На ребрах ВВ1 и АС взяты соответственно точки P и Q – середины этих ребер. Считая АВ = а, найдите расстояния до прямой PQ от следующих точек: а) А1; б) В1; в) С1.

2. на ребрах DD1 и C1D1 прямоугольного параллелепипеда ABCDA1B1C1D1, у которого АВ:AD:АА1 = 1: 2:1, взяты соответственно точки P и Q – середины этих ребер. Считая АВ = а, найдите расстояния до плоскости B1DP от следующих точек: а) С; б) А1; в) С1.

3. На ребре СС1 правильной призмы ABCDA1B1C1D1 взяты точки Р1 и Р2 – такие, что СР1=Р1Р2=Р2С1. Считая АВ = а, АА1=3а, найдите расстояния между следующими парами прямых: а) В1С и DP1; б) В1С и DP2; в) DC1 и В1Р.

4. На ребре СС1 правильной призмы ABCDA1B1C1D1 взяты точки Е1, Е2 и Е3 – такие, что СЕ1=Е1Е2=Е2Е3=Е3С1. Считая АВ:АА1=1:2, найдите углы которые образует прямая B1D со следующими прямыми: а) А1Е1; б) А1Е2; в) А1Е3.

5. На ребрах CD и АВ куба ABCDA1B1C1D1 взяты соответственно точки P и Q – середины этих ребер. Найдите углы, которые образуют с диагональной плоскостьюАСС1 следующие прямые: а)C1D; б) С1Р; в)C1Q.

6. Найдите двугранный угол при боковом ребре правильной четырехугольной пирамиды в следующих случаях: а) боковая грань пирамиды является правильным треугольником; б) угол наклона бокового ребра к плоскости основания равен α; в)угол между противоположными боковыми ребрами равен 2β. 

Зачет по аналитической геометрии.

V вариант.
1. Высота МО правильной пирамиды МАВСD в два раза больше стороны основания. На ребре МС взята точка Р – середина этого ребра, а на диагонали BD взята точка Q – такая, что BQ:BD=1:4. Считая АВ = а, найдите расстояния до прямой PQ от следующих точек: а) D; б) М; в) А.

2. На ребре АА1 прямоугольного параллелепипеда ABCDA1B1C1D1, у которого АВ:AD:АА1=1:3:1, взята точка Р – середина этого ребра. Считая АВ =  а, найдите расстояния до плоскости B1DP от следующих точек: а) D1; б) А1; в) С1.

3. На ребре DD1 куба ABCDA1B1C1D1 взята точка Q – такая, что DQ:DD1=2:3, а на диагонали А1В грани АВВ1А1 взята точка Р – середина А1В. Считая ребро куба равным а, найдите расстояния между прямой DP и следующими прямыми: а)C1D1; б) C1Q; в) С1А1.
4. В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1 отношение ребер АВ:AD=1:2, а угол между прямыми B1D и CD1 равен 90о. На ребре В1С1 взяты точки Е1, Е2 и Е3 – такие, что В1Е1=Е1Е2=Е2Е3=Е3С1. Найдите углы, которые образует прямая АС со следующими прямыми: а) ВЕ1; б) ВЕ2; в) ВЕ3.

5. На ребрах AD и В1С1 прямоугольного параллелепипеда ABCDA1B1C1D1 с отношением ребер АВ:AD:AA1=1:2:1 взяты соответственно точки Р и Q – середины этих ребер. Найдите углы, которые образуют с плоскостью CDA1 следующие прямые: а) РС1; б) PQ; в) РВ1.

6. В основании пирамиды МАВС лежит равнобедренный треугольник АВС с прямым углом при вершине С, а боковое ребро МС перпендикулярно плоскости АВС и МС:АС=3:2. На ребре МС взяты точки C1 и С2 – такие, что СС1=С1С2=С2Ь. Найдите следующие двугранные углы: а) САС1В; б) САС2В; в) САМВ.

Дополнительные задания

При защите проектов старшеклассников предлагаем старшеклассникам решить стереометрические задачи двумя способами: геометрическим и методом координат.

Тематика задач:

· расстояние от точки до прямой;

· расстояние от точки до плоскости;

· расстояние между скрещивающимися прямыми;

· угол между скрещивающимися прямыми;

· угол между прямой и плоскостью;

· двугранный угол.

1. В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1 с отношением ребер АВ:AD:АА1 = 1:2:1 на ребре СС1 взята точка P – середина этого ребра. Считая АВ = а, найдите следующие расстояния: а) от точки А1 до прямой DP; б) от точки Р до прямой A1D; в) от точки D до линии пересечения плоскостей A1DP и А1В1С1.

2. На ребрах СС1, AD и АВ куба ABCDA1B1C1D1 взяты соответственно точки P, Q и R – середины этих ребер. Считая ребро куба равным а, найдите расстояния до плоскости PQR от следующих точек: а) С; б) А1; в) А.

3. Высота МО правильной пирамиды MABCD равна стороне её основания и равна а. На ребре МС взяты точки Р1, Р2 и Р3 – такие, что СР1 = Р1Р2  = Р2Р3 = Р3М. Найдите расстояния между прямой АС и следующими прямыми: а) DP1; б)DP2; в) DP3.

4. На ребрах AD и ВВ1 прямоугольного параллелепипеда ABCDA1B1C1D1, у которого АВ:AD:АА1 = 1:2:2, взяты соответственно точки E и F – середины этих ребер. Найдите углы, которые образует прямая EF со следующими прямыми: а) АС1; б) B1D; в) DC1. 

5. В основании пирамиды МАВС лежит равнобедренный треугольник с прямым углом при вершине С. Каждое боковое ребро пирамиды наклонено к плоскости основания под углом 45о. На ребре МС взята точка F – середина этого ребра. Найдите углы, которые образует прямая AF со следующими плоскостями: а) МОС, точка О – середина ребра АВ; б) МАВ; в) МВС.

6. Найдите двугранный угол при ребре основания правильной четырехугольной пирамиды в следующих случаях: а) высота пирамиды в два раза меньше диагонали основания; б) угол наклона бокового ребра к плоскости основания равен а; в) двугранный угол при боковом ребре равен 2β.

7. На ребрах A1B1 и BC куба ABCDA1B1C1D1 взяты соответственно точки P и Q – середины этих ребер. Считая ребро куба равным  a, найдите расстояния до прямой PQ от следующих точек: C1; б) D1; в) D.

8. На ребре C1D1 куба ABCDA1B1C1D1 взята точка P – середина этого ребра. Считая ребро куба равным  a, найдите расстояния до плоскости BDP от следующих точек: A1; б) A; в) C1.

9. На ребрах AB, CC1 и С1D1 куба ABCDA1B1C1D1 взяты соответственно точки P, Q и R – середины этих ребер. Считая ребро куба равным  а, найдите расстояния между прямой B1D1 и следующими прямыми: DP; б) DQ; в) DR.

10. В правильной призме ABCDA1B1C1D1 угол между прямыми BD1 и B1D равен 90о. Найдите углы, которые образует прямая  B1D со следующими прямыми: AA1; б) A1C; в) CD1.

11. На ребре СС1 правильной призмы ABCDA1B1C1D1, боковое ребро которой в два раза больше стороны основания, взяты точки Е1, Е2 и Е3 – такие, что СЕ1=Е1Е2=Е2Е3=Е3С1, а на ребре CD взята точка К – середина этого ребра. Найдите углы, которые образуют с плоскостью АА1К следующие прямые: DE1; б) DE2; в) DE3.

12. Основанием пирамиды MABCD является прямоугольник, а ее боковое ребро MB перпендикулярно плоскости основания и АВ: AD: МВ=1:2:1. На ребрах АD и АВ взяты соответственно точки  K и L – середины этих ребер. Найдите следующие двугранные углы: а) MCLB; б) MACB; в)MCKB.

13. На ребрах АВ и AD куба ABCDA1B1C1D1 взяты соответственно точки P и Q – середины этих ребер. Считая ребро куба равным а, найдите расстояния до плоскости C1PQ от следующих точек: а) С; б) А1; в)D.

14. В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1  АВ = АА1 = а, AD = 2а. На ребрах СС1 и AD взяты соответственно точки P и Q – такие, что СР : СС1 = AQ : AD = 1 : 3, а ни ребрах АВ и А1В1 взяты соответственно точки R и V – середины этих ребер. Найдите расстояния между прямой В1С1 и следующими прямыми: а) PQ; б) PR; в) PV.

15. На ребрах ВВ1 и CD куба ABCDA1B1C1D1 взяты соответственно точки F и K – середины этих ребер, а на ребре AD взяты точки Е1, Е2 и Е3 – такие, что AE1 = E1E2 = E2E3 = E3D. Найдите углы, которые образует прямая FK со следующими прямыми: а) C1E1; б) С1Е2; в) СЕ3.

16. На ребре АВ правильного тетраэдра MABC взяты точки P1 и Р2 – такие, что АР1 = Р1Р2 = Р2В. Найдите углы, которые образуют с плоскостью MAC следующие прямые: а) СВ; б) СР1; в) СР2.

17. Боковое ребро правильной четырехугольной пирамиды равно диагонали ее основания. Найдите следующие двугранные углы: а) при ребре основания; б) при боковом ребре; в) между противоположными боковыми гранями.
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