
1. Определения модуля
Определение 1. 

Абсолютной величиной числа 
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 или его модулем (обозначается ) называется само число, если оно неотрицательно, и ему противоположное, если число отрицательно, т.е. 
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Определение 2. 

Абсолютной величиной числа 
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a

 или его модулем называется расстояние от начала координат до соответствующей числу 
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 точки на числовой оси, т.е. 
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Определение 3. 

Абсолютной величиной числа 
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 или его модулем называется наибольшее из двух чисел 
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 и 
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Свойства модуля

1. Модули противоположных чисел равны, т.е. для всех 
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2. Квадрат модуля числа равен квадрату этого числа, т.е. для всех 
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3. Арифметический корень из квадрата любого числа есть модуль этого числа, т.е. 


[image: image19.wmf].

2

a

a

=


4. Модуль любого числа есть число неотрицательное, т.е. для всех 
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5. Модуль числа не меньше этого числа, т.е. т.е. для всех 
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6. Модуль числа не меньше ему противоположного числа, т.е. т.е. для всех 
[image: image24.wmf]a

 


[image: image25.wmf].

a

a

-

³


7. Модуль числа 
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 равен максимальному из двух противоположных чисел 
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 и 
[image: image28.wmf](

)

,

a

-

 т.е. 

	
[image: image29.wmf](

)

.

;

max

a

a

a

-

=


	(1)




8. Равенство (1) можно представить в виде:
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Свойства (7) и (8) выражают модуль произвольного числа через максимум и минимум. Оказывается и, наоборот, максимальное и минимальное число среди данных 
[image: image31.wmf]n

 чисел можно выразить через модули.

Например, если к полусумме двух чисел прибавить модуль их полуразности, то получим максимальное их них, а если из полусуммы двух чисел вычтем модуль их полуразности, то получим минимальное из них, т.е. для любых двух чисел 
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 и 
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Аналогичные соотношения можно получить и для большего количества чисел. 

Например, 
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 и т.д.

9. Модуль числа равен расстоянию на числовой оси от начала отсчета до данного числа, т.е. для любого 
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10. Свойство 9 равносильно утверждению, что 
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Указанные свойства позволяют осознать следующие схемы решения основных уравнений и неравенств с модулем: 

	1. 
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11. Числа неотрицательны тогда и тогда, когда их сумма равна сумме модулей этих чисел, т.е. 
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12. Числа неположительны тогда и тогда, когда сумма их модулей противоположны сумме этих чисел, т.е. 
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13. Числа одновременно неотрицательны или одновременно неположительны тогда и только тогда, когда сумма их модулей равна модулю их суммы, т.е. 


[image: image58.wmf]Û

+

+

+

=

+

+

+

n

n

u

u

u

u

u

u

K

K

2

1

2

1

 
[image: image59.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

³

³

³

.

0

,

0

,

0

2

1

n

u

u

u

K

K

K

 или 
[image: image60.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

£

£

£

.

0

,

0

,

0

2

1

n

u

u

u

K

K

K


В частности получаем

14. 
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16. 
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Из (16) следует:

1. Точка прямой тогда и только тогда принадлежит отрезку этой прямой, когда сумма расстояний от точки до концов отрезка равна длине отрезка.

С помощью свойства (10) это можно записать следующим образом 
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Полученную равносильность можно получить как частный случай из свойства (16), 

если положить, что 
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 Имеем в силу (16) 
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 И если 
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 и неравенство 
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 равносильно двойному неравенству 
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2. Точка прямой тогда и только тогда лежит вне отрезка этой прямой, когда модуль разности расстояний от точки до концов отрезка равна длине отрезка.

С помощью модулей это можно записать в виде: 
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Пример. Решите уравнение 
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Решение: Если положить 
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 то данное уравнение равносильно совокупности неравенств 
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Ответ: 
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17. Если модули чисел равны, то числа либо равны, либо противоположны, т.е. 
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18. Сравнение модулей двух чисел равносильно сравнению их квадратов, т.е. 
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19. Модуль произведения чисел равен произведению модулей чисел, а модуль частного – частному модулей, т.е. 
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20. Абсолютная величина суммы двух чисел не больше суммы абсолютных величин зтих чисел: 
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21. Абсолютная величина разности двух чисел не больше суммы абсолютных величин этих чисел: 
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Упражнения
1. Вычислить 
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2. Преобразовать заданную функцию к такому виду, чтобы в записи аналитического выражения функции не использовались знаки модулей: 
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3. Упростите выражения: 
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2. Способы решения уравнений и неравенств с модулями

Способ 1. Геометрическая интерпретация модуля при решении уравнений и 
неравенств.
Геометрический смысл модуля разности величин – это расстояние между ними. Например, геометрический смысл выражения 
[image: image151.wmf]a

x
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 - длина отрезка координатной оси, соединяющего точки с абсциссами 
[image: image152.wmf]x

 и 
[image: image153.wmf]a

. Перевод алгебраической задачи на геометрический язык часто позволяет избежать громоздких выкладок.

Пример 1. Решите уравнение 
[image: image154.wmf].
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Решение: Написанное уравнение геометрически означает, что расстояние от точки х до начала координат равно 3, т.е. х = 3 или х = -3.

Ответ: -3; 3.

Пример 2. Решите уравнение 
[image: image155.wmf].
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Решение: Число 
[image: image156.wmf](
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 есть расстояние между точками 
[image: image157.wmf]x

 и -5. Написанное уравнение геометрически означает, что расстояние от точки х до точки -5 равно 2.

Откладывая на числовой оси от точки -5 отрезок длиной 2 (в обе стороны), получим 
х = -7 или х = -3

Ответ: -7; -3.

Пример 3. Решите уравнение 
[image: image158.wmf].
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Решение: Число 
[image: image159.wmf]1
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 есть расстояние между точками 
[image: image160.wmf]x

 и 1, а число 
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 - расстояние между точками 
[image: image162.wmf]x

 и -3. Написанное уравнение геометрически формулируется следующим образом: точка 
[image: image163.wmf]x

 находится на одинаковом расстоянии от точек 1 и -3. Иначе говоря, 
[image: image164.wmf]x

 - середина отрезка с концами в точках 1 и -3, т.е. 
[image: image165.wmf].
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Ответ: -1.
Пример 4. Решите уравнение 
[image: image166.wmf].
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Решение: Исходя из геометрической интерпретации модуля, получим, что разность расстояний до точек с абсциссами 1 и 2 равна единице только для точек, расположенных на координатной оси правее числа 2. 

Ответ: 
[image: image167.wmf][
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Пример 7. Решите неравенство 
[image: image168.wmf].
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Решение: Написанное неравенство геометрически означает, что расстояние от точки х до начала координат меньше или равно 2.

Ответ: 
[image: image169.wmf][
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Пример 5. Решите неравенство 
[image: image170.wmf].
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Решение: Изобразим на координатной прямой точки, сумма расстояний от которых до точек -1 и 1 в точности равна 2. Это все точки отрезка 
[image: image171.wmf][
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 Тогда, что для всех чисел вне данного отрезка сумма расстояний будет больше двух.

Ответ: 
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Примечание: обобщением решения вышеприведенных уравнений является следующие равносильные переходы: 
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Решите уравнения и неравенства:
	1. 
[image: image175.wmf].
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	Ответ: 
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	Ответ: 5; 15.
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	Ответ: 
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	Ответ: 
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	Ответ: 
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Способ 2. Замены множителей с модулем

Опорная информация, позволяющая указать удобные замены, заключаются в двух основных свойствах модуля: 

· 
[image: image186.wmf]2
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[image: image187.wmf]0
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 для всех m, 

· а также в монотонном возрастании на множестве неотрицательных чисел функции 
[image: image188.wmf].
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Замена незнакопостоянных множителей с модулем и корнями:

	· 
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Пример 1. Решите неравенство 
[image: image201.wmf].
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Решение: Воспользуемся (1): 
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Ответ: 
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Задачи для самостоятельного решения

Решить неравенство:
	1. 
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Ответ: 
[image: image222.wmf](

)

(

)

.

;

6

16

;

+¥

È

-

¥

-


	2. 
[image: image223.wmf].

1

4

2

£

-

x


Ответ: 
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Ответ: 
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Ответ: 
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Ответ: 
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Ответ: 
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Ответ: 
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Ответ: 
[image: image238.wmf](
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Ответ: 
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Ответ
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Ответ:
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Способ 3. Способ последовательного раскрытия модуля.

Опорная информация: 
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Пример. Решите уравнение 
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Решение: 
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Ответ: 
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Решите уравнения и неравенства:
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	Ответ: 
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Способ 4. Метод схем равносильности.

Опорная информация: 
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Пример. Решите неравенства 
[image: image288.wmf].
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Решение: 
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Решите уравнения и неравенства: 
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Способ 5. Способ возведения в квадрат.

Опорная информация: 
1. Квадрат модуля числа равен квадрату этого числа, т.е. для всех 
[image: image322.wmf]a

 


[image: image323.wmf].

2

2

a

a

=


2. Сравнение модулей двух чисел равносильно сравнению их квадратов, т.е. 
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3. Из равенства 
[image: image335.wmf]j

=

f

следует равенство 
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При решении данного уравнения могут появиться лишние корни. Поэтому в решении способом возведения в квадрат, при переходе от уравнения 
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 необходимо каким-либо способом отобрать лишние корни. Это возможно или путем прямой подстановки в исходное уравнение в случае получения конечного числа корней, или путем установления для получаемых решений выполнения дополнительных условий (например, выполнения условия 
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Пример. Решите неравенство 
[image: image340.wmf].
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Решение: 


[image: image341.wmf]2

3

7

2

14

15

14

15

+

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

<

÷

ø

ö

ç

è

æ

x

x

x

 
[image: image342.wmf]Û

 
[image: image343.wmf]2

3

7

2

+

-

<

+

x

x

x

 
[image: image344.wmf]Û

 
[image: image345.wmf](

)

(

)

2

2

2

2

3

7

+

-

<

+

x

x

x

 
[image: image346.wmf]Û

 


[image: image347.wmf]Û

 
[image: image348.wmf](

)

(

)

0

7

2

3

2

2

2

>

+

-

+

-

x

x

x

 
[image: image349.wmf]Û

 
[image: image350.wmf](

)

(

)

0

9

2

5

4

2

2

>

+

-

×

-

-

x

x

x

x

 
[image: image351.wmf]Û

 
[image: image352.wmf](

)

(

)

0

5

1

>

-

×

+

x

x

 
[image: image353.wmf]Û

 
[image: image354.wmf]Û

 
[image: image355.wmf](

)

(

)

.

;

5

1

;

+¥

È

-

¥

-

Î

x


Ответ: 
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Решите уравнения и неравенства: 
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	2. 
[image: image358.wmf].

1

1

2

3

2

-

-

=

-

x

x

x


	Ответ: 
[image: image359.wmf].

2

;

2

;

0

3



	3. 
[image: image360.wmf].

5

1

2

£

-

-

x

x


	Ответ: 
[image: image361.wmf][

]

.

3

;

2

-



	4. 
[image: image362.wmf].

1

3

2

2

2

2

£

-

-

-

-

x

x

x

x


	Ответ: 
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	Ответ: 0,6; 1.

	6. 
[image: image365.wmf],

2

-

=

-

x

a

x

 где а - параметр
	Ответ: 
[image: image366.wmf](

)

2

2

1

+

=

a

x

 при 
[image: image367.wmf];

2

¹

a



[image: image368.wmf]R

x

Î

 при 
[image: image369.wmf].

2

=

a




Способ 6. Метод интервалов.

Опорная информация: 
Значения переменной х разбивают область определения  уравнения (неравенства) на интервалы, на каждом из которых любое выражение под знаком модуля для всех значений х имеет «один и тот же знак», т.е. либо всегда отрицательно, либо – положительно.
Пример. Решите неравенство 
[image: image370.wmf].
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Решение: Для освобождения от знаков абсолютной величины разобьем координатную ось на три области: 
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Ответ: 
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Решите уравнения и неравенства: 
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	Ответ: 
[image: image386.wmf].

3

1

<

x



	4. 
[image: image387.wmf].

1

1

1

³

-

+

x

x


	Ответ: 
[image: image388.wmf][

)

(

)

.

;

1

1

;

0

+¥

È



	5. 
[image: image389.wmf].

1

8

8

2

x

x

-

-

³

+


	Ответ: 
[image: image390.wmf](

]

[

)

.

;

1

5

;

+¥

-

È

-

¥

-



	6. 
[image: image391.wmf].

1

3

1

6

+

³

-

-

x

x


	Ответ: 
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	Ответ: 
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Способ 7. Способ специальных схем равносильности.

Опорная информация: 
1. Числа неотрицательны тогда и тогда, когда их сумма равна сумме модулей этих чисел, т.е. 
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2. Числа неположительны тогда и тогда, когда сумма их модулей противоположны сумме этих чисел, т.е. 
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3. Числа одновременно неотрицательны или одновременно неположительны тогда и только тогда, когда сумма их модулей равна модулю их суммы, т.е. 
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В частности получаем
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Пример 1. Решите неравенство 
[image: image410.wmf].
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Решение: Так как 
[image: image411.wmf](
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, то в силу свойства (18) равносильно неравенству 
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Ответ: 
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Пример 2. Решите уравнение 
[image: image414.wmf].
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Решение:
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Ответ: 
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Решите уравнения и неравенства: 
	1. 
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	Ответ: 
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Способ 8. Способ одновременного раскрытия модулей. 

Опорная информация: 

При этом способе решения опорная информация совпадает с опорной информацией способом последовательного раскрытия модуля, а отличие в решении состоит в том, что неравенства для подмодульных выражений объявляется одновременно для всех модулей.

Пример. Решите уравнение 
[image: image437.wmf].

6

1

3

=

+

+

-

-

x

x

x


Решение: 
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Ответ: -2; 4.

Решите уравнения и неравенства:

	1. 
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	Ответ: 2.
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Способ 9. Способ перебора.

Опорная информация: 

[image: image458.wmf]a
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Пример. Решите уравнение 
[image: image460.wmf].
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Решение: Преобразуем данное уравнение, используя свойство модуля 
[image: image461.wmf]:
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Случай 1. (+;+):
[image: image463.wmf](
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Проверка: х = 2: 
[image: image468.wmf],
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0 = 0 – верное равенство, значит, х = 2 –корень уравнения.
x = 3: 
[image: image469.wmf],

0

7

3

5

3

3

2

3

1

3

1

3

=

+

×

-

-

×

-

+

+

×

-


0 = 0 – верное равенство, значит, х = 3 –корень уравнения.

Случай 2. (+;-):
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 0х = 0, 
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Случай 3. (-;+): -
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Проверка: 
[image: image474.wmf]:
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1,92 = 0 - неверное равенство, значит, х = 1,4 –не является корнем уравнения.

Случай 4. (-;-): -
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Проверка: х = 1: 
[image: image481.wmf],
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4 = 0 – неверное равенство, значит, х = 1 – не является корнем уравнения.

x = -1: 
[image: image482.wmf](
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24 = 0 – неверное равенство, значит, х = -1 – не является корнем уравнения.

Ответ: 
[image: image483.wmf][
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Решите уравнения: 
	1. 
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	Ответ: 
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	Ответ: 
[image: image487.wmf].

2

-



	3. 
[image: image488.wmf].

6

5

1

3

=

-

+

+

x

x


	Ответ: -1.

	4. 
[image: image489.wmf].

4

2

3

1

-

=

-

+

-

x

x

x


	Ответ: 
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	Ответ: 2.


Способ 10. Графический.

Пример 1. Сколько решений в зависимости от параметра а имеет уравнение 
[image: image492.wmf].
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Решение: Перепишем уравнение в виде 
[image: image493.wmf].
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	1. Введём две функции: у = 
[image: image494.wmf].
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[image: image495.wmf]
2. Построим в одной системе координат графики функций 
[image: image496.wmf].
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На основании рисунка получаем

при а < -1 уравнение не имеет корней;

при а = - 1 уравнение имеет одно решение;

при а > -1 уравнение имеет два корня.
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Ответ: при а < -1 уравнение не имеет корней;
при а = - 1 уравнение имеет одно решение;

при а > -1 уравнение имеет два корня.
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Решите уравнения и неравенства:

	1. 
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	Ответ: 
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	Ответ: -1; 3.
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	Ответ: 
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	Ответ: 
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	Ответ: 
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	Ответ: -2; 4.


Способ 11. Метод введения новой переменной.

Пример. Решите уравнение 
[image: image513.wmf].
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Решение: Так как 
[image: image514.wmf],
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уравнение можно переписать в виде 
[image: image515.wmf].
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Введем новую неизвестную 
[image: image516.wmf],
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 Квадратное уравнение имеет два корня 
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 Значит, исходное уравнение распадается на два уравнения: 
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Объединяя множества решений этих уравнений, получим ответ.

Ответ: 
[image: image522.wmf].
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Решите уравнения и неравенства:
	1. 
[image: image523.wmf].
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	Ответ: 
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	Ответ: 0; 2.
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	Ответ: 
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	Ответ: 
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3. Уравнения, неравенства, системы, задачи с модулями в ЕГЭ

Пример 1. (ЕГЭ – 2002). Решите уравнение 
[image: image530.wmf].

3

4

4

4

9

=

-

-

-

x

x

x


Решение: 
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Рассмотрим два случая: 

1. 
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[image: image542.wmf].
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2. 
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Ответ: 0.
Пример 2. Решите уравнение 
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Решение: Так как 
[image: image549.wmf](
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то исходное уравнение равносильно системе уравнений 
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Все решения второго уравнения системы есть 
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  удовлетворяет первому уравнению системы . Следовательно, система, а значит, и равносильное ей уравнение имеют единственное решение 
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Ответ: 0.
Пример 3. Решите уравнение 
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Решение: Имеющийся в уравнении модуль раскроем по определению.

Рассмотрим два случая: 
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Пример 4.  Решите уравнение 
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Решение: 
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Пример5. Найдите все значения х, при каждом из которых расстояние между соответствующими точками графиков функций 
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Пример 6. Решите неравенство 
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Решение: 
Т.к. 
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Ответ: 
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Пример 7. Найдите наибольшее значение функции 
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Решение:

1. Функция 
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 определена только при 
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2. Найдем наибольшее значение функции 
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Сравним числа 
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Ответ: 2.
Пример 8.  Найдите наименьшее значение функции 
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Решение: 

1. 
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2. 
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3. х = 2 – единственная критическая точка, точка максимума (т.к. в ней производная меняет знак с плюса на минус).

4. Сравним числа 
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 Наименьшее из них -96.

Ответ: -96.

Пример 9.  Решите неравенство
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Решение: Пусть 
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Получаем: 
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Тогда 
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Ответ: 
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Пример 10. . Решите неравенство 
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Решение. 

ОДЗ: 
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Ответ: 
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Пример 11.  Решите неравенство 
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Решение: 

ОДЗ: 
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Пример 12. . Найдите все значения 
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имеет единственное решение.

Решение: 
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Помимо решения 
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Из второго уравнения следует, что 
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Решите уравнения, неравенства и системы:
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17. Найдите все значения х, при каждом из которых расстояние между соответствующими точками графиков функций 
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4. Тригонометрические уравнения с модулями

Решите уравнения и неравенства: 
	1. 
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5. Логарифмические уравнения и неравенства с модулями

Решите уравнения и неравенства: 
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6. Показательные уравнения и неравенства с модулями

Решите уравнения и неравенства: 
	1. 
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7. Иррациональные уравнения и неравенства с модулями
Решите уравнения и неравенства: 
	1. 
[image: image845.wmf].
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8. Уравнения и неравенства с параметрами
Для всех значений параметра а решите уравнения и неравенства: 
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11. Найти все значения параметра а, при каждом из которых уравнение имеет хотя бы одно решение:
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12. Найти все значения параметра а, при каждом из которых уравнение имеет два различных корня:
	1. 
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13. Найдите все значения параметра 
[image: image937.wmf],
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 при которых уравнение имеет решение, и найти эти решения:
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14. Найдите все значения параметра 
[image: image944.wmf],
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 при которых уравнение имеет более двуx решений:
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Опорная информация: Пусть параметр(ы) таков(ы), что система имеет единственное решение 
[image: image949.wmf](
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15. Найти все значения параметра а, при каждом из которых система имеет единственное решение:
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	Ответ: 
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	Ответ: 
[image: image959.wmf].

5

2

=

a




16. Найти все значения параметра а, при каждом из которых система уравнений имеет единственное решение, и найти это решение: 

	1. 
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	Ответ: 
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17. Найти все значения параметра а, при которых система 
[image: image968.wmf](
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18. При каких значениях параметра 
[image: image970.wmf]a

 система неравенств имеет ровно два решения?
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19. При каких значениях параметра 
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 система уравнений 
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имеет ровно два решения?

Ответ: 
[image: image977.wmf].
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20. Найдите все значения параметра 
[image: image978.wmf]a

, при которых система уравнений имеет ровно три различных решения:
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9. Контрольные работы по теме «Уравнения и неравенства с модулями»

Контрольная работа  
	Вариант 1
	Вариант 2

	1. Решить уравнение: 
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	6. Решить неравенство: 
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	6. Решить неравенство: 
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Ответы.
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