Задача 5.   Пусть А1 , В1 , С1 – точки касания вписанной окружности остроугольного
                  треугольника АВС со сторонами ВС, АС, АВ соответственно. Обозначим
                  через Н1 и Н  ортоцентры треугольников ВС1А1  и  СА1В1 соответственно.
                  Доказать, что четырехугольник ВН1НС  - вписанный. [3]
Решение. 
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1. Ортоцентром треугольника является точка пересечения его высот. В треугольнике ВС1А1 проведем высоты ВЕ и А1Р, ортоцентром его будет точка Н1. Аналогично, проведя высоты СК и В1М  в треугольнике  СА1В1, получим его ортоцентр – 

точку Н.

2. Так как данная окружность с центром в точке О - вписанная, то стороны треугольника АВС являются касательными к окружности и центр окружности лежит в точке пересечения биссектрис треугольника. Значит треугольники СА1В1  и ВА1С1 - равнобедренные, 
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 их высоты  СК и ВЕ, а значит, и точки Н1  и Н  лежат на биссектрисах  СО и ВО соответственно. 

3.  Четырехугольник может быть вписан в окружность, если сумма его противоположных 
     углов  равна 180º. Чтобы доказать, что четырехугольник ВН1НС  - вписанный, докажем, что
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СНН1 +
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Н1ВС = 180º.

4.  Рассмотрим четырехугольники ОВ1НА1  и  С1ОА1Н1: они являются ромбами, т.к. их 
      противоположные стороны параллельны (В1Н, ОА1, С1Н1 – перпендикуляры к ВС; А1Н 
      и    ОВ1 – перпендикуляры к В1С; А1Н1 и ОС1-перпендикуляры к ВС1) и диагонали НО 
      и В1А1 четырехугольника ОВ1НА1, так же, как и диагонали ОН1 и С1А1 четырехугольника

      С1ОА1Н1 пересекаются под прямым углом. Значит, точки К и Е –середины отрезков ОН и
      ОН1 соответственно. Тогда КЕ  - средняя линия треугольника НОН1, 
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КЕ‌‌‌|| НН1,
      значит
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ОНН1  =
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ОКЕ. 

 5.  В четырехугольнике ОКА1Е два противоположных угла прямые, значит около него можно
     описать окружность. В этой окружности вписанные углы ОКЕ и ОА1Е будут опираться на
     одну и ту же дугу, значит 
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ОА1Е=
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 ОКЕ.

 6.  В прямоугольных треугольниках ОЕА1 и ОА1В угол ВОА1 – общий, значит треугольники
     подобны, 
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ОА1Е =
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ОВА1, 
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ОВА1 = 
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ОКЕ ,   а значит  
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ОВА1 =
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ОНН1. Но так
     как 
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Н1ВС – это 
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ОВА1, то 
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Н1ВС = 
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ОНН1.

 6.  Так как 
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СНН1 +
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ОНН1 = 180º(развернутый угол), то, заменяя 
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ОНН1 равным ему 
     углом Н1ВС, получим 
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СНН1 + 
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Н1ВС = 180º, значит четырехугольник ВН1НС –
     вписанный, что и требовалось доказать.
_1262014868.unknown

_1262015483.unknown

_1262014831.unknown

