4.  Выделение степени
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Пример 7.
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Пример 8. 
x4 – 2x2 – 400x = 9999




x4 + 2x2 – 4x2 – 400x = 1002 –1




x4 + 2x2 + 1 = 4x2 + 400x + 1002



(x2 + 1)2 = (2x + 100)2


x2 + 1 = – (2x + 100)

x2 + 1 = 2x + 100



x2 + 2x + 101 = 0

x2 – 2x – 99 = 0




(


x = 11; – 9 
Ответ: { – 9; 11 }

Пример 9. 
x4 + 4x3 – 8x = 49280




(x2 + 2x – 2)2 = 2222 
Использовали формулу (a + b + c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab + 2ac + 2bc


x2 + 2x – 2 = 222

x2 + 2x – 2 = – 222  


x2 + 2x – 224 = 0

x2 + 2x + 220 = 0



x = – 16; 14 



(




Ответ: x = – 16; 14.

5.  Введение новой переменной
Пример 10. 
(x + 1) (x + 2) (x + 3) (x + 4) – 24 = 0




(x2 + 5x + 4) (x2 + 5x + 6) – 24 = 0




x2 + 5x + 5 = t



(t – 1) (t + 1) – 24 = 0




t2 = 25




t = ( 5



x2 + 5x + 5 = – 5

x2 + 5x + 5 = – 5




(


x = 0; – 5 
Ответ: { 0; – 5 }

6.  Использование однородности

Пример 11.
(x2 – 5x + 1) (x2 – 4) = 6(x – 1)2



(x2 – 4 – 5x + 5) (x2 – 4) – 6(x – 1)2 = 0
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Разделим почленно на (x – 1)2, т.к. x = 1 не является корнем уравнения.
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t2 – 5t – 6 = 0






t = – 1; 6




x2 + x – 5 = 0

x2 – 6x + 2 = 0
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Ответ: 
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7.  Применение формулы бинома Ньютона или суммы членов геометрической прогрессии
(()
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Второй множитель — сумма членов геометрической прогрессии. Здесь первый член 


Пример 12.
(x – 1)5 + (x + 3)5 = 242 (x + 1)




x + 1 = u



(u – 2)5 + (u + 2)5 = 242u 

Применим формулу ((), полагая  a = u – 2,  b = u + 2, тогда  a + b = 2u

2u ((u – 2)4 – (u – 2)3(u + 2) + (u – 2)2(u + 2)2 – (u – 2) (u + 2)3 + (u + 2)4) = 242u
видно, что u = 0 — корень уравнения. Разделим обе части на 2u, считая, что u ( 0, и преобразуем левую часть:


(u – 2)3(u – 2 – u – 2) + (u + 2)3(u + 2 – u + 2) +  (u2 – 4)2 = 121


4 ((u + 2)3 – (u – 2)3) +  (u2 – 4)2 – 121 = 0


4 (u3 + 6u2 + 12u + 8 – u3 + 6u2 – 12u + 8) + u4 – 8u2 + 16 – 121 = 0


48u2 – 64 + u4 – 8u2 – 105 = 0


u4 + 40u2 – 41 = 0


u2 = – 41 
   u2 = 1


      (

   u = ( 1

Итак,  u = – 1; 0; 1.


x = – 2; – 1; 0.

Ответ: { – 2; – 1; 0 }

8.  Введение в одно уравнение двух неизвестных
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Пример 13.
(x + 1)5 + (x – 1)5 = 32x
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u5 – u + υ5 – υ = 0


u (u4 – 1) + υ (υ4 – 1) = u (u – 1) (u + 1) (u2 + 1) + υ (υ – 1) (υ + 1) (υ2 + 1) = 


= (υ + 1) υ (u + 1) (u2 + 1) + (υ + 1) υ (υ – 1) (υ2 + 1) =


= υ (υ + 1) (u3 + u2 + u + 1 + υ3 –  υ2 + υ – 1) =


= υ (υ + 1) ((u3 + υ3) + (u2 –  υ2) + (u + υ)) =


= υ (υ + 1) (u + υ) (u2 – uυ + υ2 + u –  υ + 1) = 
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= υ (υ + 1) (2υ + 1) (υ2 + 2υ + 1 – υ2 – υ + υ2 +  υ + 1 –  υ + 1) =


= υ (υ + 1) (2υ + 1) (υ2 + υ + 3) = 0


x = – 1; 0; 1.

Ответ: { – 1; 0; 1}

9.  Применение графиков для решения уравнений

Этот метод требует достаточной точности, поэтому его надо применять осторожно.

Решить уравнение 2x2 + 1 = 3x.

Построим графики  y = 2x2 + 1, y = 3x
Не всегда видно, что графики пересекутся в точках, абсциссы которых 0; 1; 2.

10.  Уравнения с «модулями»

Пример 14.
| x | – 2 | x + 1 | + 3 | x + 2 | = 4

Методом интервалов определим знаки всех выражений, стоящих под знаком модуля, на интервалах, ограниченных ближайшими корнями этих выражений.
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Уравнение распадается на четыре системы:
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   – 1 < x < 0



   x = 0

Ответ: { – 4 } U [ – 1; 0 ] 

Замечание 1. В уравнении  | x – 5 | = 6 можно использовать геометрический смысл модуля. Надо указать координаты точек, находящихся на числовой прямой от точки «5» на расстоянии равном 6. Эти точки изображают числа  – 1 и 11, являющиеся корнями уравнения.

Замечание 2. В уравнении вида | x – 5 | = | 4 – 3x |

Модули двух чисел равны, если числа равны или противоположны.
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Ответ: { – 0,5; 2,25 }

Замечание 3. 
x – 7 – | x – 3 | – | 2x + 1 | – | x2 – 16 | = | 5x2 – x – 4 |

Метод интервалов привел бы к рассмотрению восьми случаев. При x ( 7 левая часть уравнения отрицательна, правая — неотрицательна. При x > 7 левая часть отрицательна 
x – 7 – | x – 3 | = x – 7 – x + 3 = – 4 < 0, а правая положительна. Во всех случаях равенство невозможно, уравнение корней не имеет.

Дробно-рациональные  уравнения

11.  Выделение целой части

Пример 15.
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Запишем уравнение в виде
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x2 – 4 = t
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Ответ: уравнение не имеет действительных корней.

12.  Применение формул


a2 + b2 = (a + b)2 – 2ab (*)


a2 + b2 = (a – b)2 + 2ab (**)


a3 + b3 = (a + b)3 – 3ab (a + b) (***)
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a3 – b3 = (a – b)3 + 3ab (a – b) (****)

Используем формулу (*), тогда уравнение перепишется в виде
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Ответ: 
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13.  Деление числителя и знаменателя на одно и то же выражение

Пример 17.
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Разделим числитель и знаменатель каждой дроби на x (x ( 0)
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Ответ: 
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14.  Исследовать равенство или пропорциональность сумм числителей и знаменателей каждой из двух дробей соответственно

Пример 18.
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Сумма числителя и знаменателя каждой дроби равна 3x2 – 3, поэтому уравнение можно переписать следующим образом:
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Ответ: 
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Иррациональные  уравнения

15.  Почленное возведение уравнение в квадрат

Пример 19.
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Пусть
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Т.к. возводили в четную степень, могли появиться лишние корни. Необходима проверка.

Ответ: { – 1; 0 }

16.  Переставить члены уравнения перед возведением в степень

Пример 20.

[image: image59.wmf]9

2

4

25

3

+

=

-

-

+

x

x

x






[image: image60.wmf]9

2

4

25

3

+

+

-

=

+

x

x

x

      возведем в квадрат





[image: image61.wmf])

9

2

)(

4

(

2

9

2

4

25

3

+

-

+

+

+

-

=

+

x

x

x

x

x






[image: image62.wmf]10

36

2

2

=

-

+

x

x








[image: image63.wmf]0

136

2

2

=

-

+

x

x






[image: image64.wmf]8

 

;

2

1

8

-

=

x



[image: image65.wmf]2

1

8

-

 не входит в область допустимых значений.

Ответ: 8.

17.  Функциональный подход

Пример 21.
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Исследуем функцию 
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 на наибольшее и наименьшее значение на области определения [ 2; 4 ].
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если  x = 3
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Если правую часть записать в виде (x – 3)2 + 2, то ее наименьшее значение 2 достигается при  x = 3.

Кроме  x = 3  других корней быть не может.

Ответ: { 3 }

18.  Использование области допустимых значений

Пример 22. 
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Первое слагаемое определено при x ( [ 0; 2 ], третье слагаемое при x ( ( – (; – 1 ] U [ 2; + ( ). Значит левая часть уравнения определена в области действительных чисел только при  x = 2.

Значит, если уравнение имеет корни, то только x = 2. 

Убедимся подстановкой, что 2 — корень уравнения.

Ответ: { 22 }

19.  Умножение и деление частей уравнения на сопряженные им выражения

Пример 23.
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Левую часть умножим и разделим на 
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, но по условию должно выполняться 
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Складывая эти равенства почленно, придем к уравнению
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Проверкой убеждаемся, что ответом является  – 1.

Ответ: { – 1 }

20.  Умножение обеих частей уравнения на сопряженное одной из них выражение
Пример 24.
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Сделаем проверку.

Если  
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, то  
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Это высказывание ложно, т.к. слева — отрицательное число, а справа — положительное.
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Уравнение обратится в высказывание 
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Обе части положительны, их квадраты равны, значит, сами числа равны.
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Ответ: 
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21.  Введение новой переменной

Пример 25.
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Ответ: 
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22.  Введение двух переменных

Пример 26.
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Ответ: 
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23.  Разложение подкоренных выражений на множители

Пример 27. 
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x = – 1   корень уравнения.

Разделим теперь на 
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Левая часть неотрицательна, значит, и правая — неотрицательна, тогда  x + 1 ( 0.

Необходимо  выполнение  условий
x + 3 ( 0







x – 1 ( 0

Возведем в квадрат
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x = 1   корень уравнения.
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x ( 1, левая часть больше правой и это уравнение не содержит корней исходного уравнения.

Ответ: { ( 1 }
Пример 28.
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Ответ: 
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24.  Выделение под знаком квадратного корня квадрата выражения

Пример 29.
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Ответ: 
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25.  Использование однородности

Пример 30.
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Получим однородное уравнение второй степени относительно 
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. Разделим уравнение почленно на  5x2 – 8x – 5.
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26.  Разложить одну часть уравнения на множители, а в другой получить 0

Пример 31.
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 x = 0; 3


 x = –2; 3

Проверка показывает, что подходит  x = 3.

Ответ: x = 3.

27.  Применение тригонометрии для решения алгебраических уравнений

Пример 32.
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при  n = 1   
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28.  Применение свойств скалярного произведения

Пусть имеем два вектора
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Из равенства 
[image: image200.wmf]j

×

=

×

cos

 

 

 

 

u

υ

υ

u

r

r

r

r

, заключаем, что 
[image: image201.wmf] 

 

 

 

υ

u

υ

u

r

r

r

r

×

£

×

, равенство возможно,


Пример 33.
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, значит координаты пропорциональны:


[image: image209.wmf]x

x

x

-

=

+

3

1

1



[image: image210.wmf]x

x

x

-

=

+

3

1

1

2


 x3 – 3x2 + x +1 = 0

 (x – 1)(x2 – 2x –1) = 0

 x = 1
        x = 1 + 
[image: image211.wmf]2


Проверка   x = 1,  корень.

x = 1 + 
[image: image212.wmf]2



[image: image213.wmf](

)

2

2

4

2

2

2

2

2

2

1

+

=

-

+

+

+


     Разделим на 
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     Умножим на 
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x = 1 + 
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29.  Уравнения, содержащие кубические корни
В этом случае бывает полезна формула  (a + b)3 = a3 + b3 + 3ab (a + b) 

Пример 34.
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30.  Замена числа буквой
Пример 35.
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По условию x ( 0, поэтому корнями могут быть числа 
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При этом x левая часть примет вид:
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Пример 36.
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Разделим числитель и знаменатель на 
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Для первого уравнения имеем
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Для нахождения  x  получаем четыре уравнения
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геометрической прогрессии  an–1, знаменатель � EMBED Equation.3  ���, число слагаемых  n.
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Пример 16.	� EMBED Equation.3  ���
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z = 3


x2 – 2x = 3


x = – 1; 3
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Разделим обе части уравнения на � EMBED Equation.3  ���, предварительно убедившись, что 1 — корень уравнения.
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при  � EMBED Equation.3  ���  уравнение обратится в высказывание
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Возведем в квадрат
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x = 31
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x = 3





Уравнение имеет решение, если cos 2α ( 0, т.е. � EMBED Equation.3  ���.
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если � EMBED Equation.3  ���    ( = 0, 180(.








Если � EMBED Equation.3  ���, то � EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ��� коллинеарны, координаты пропорциональны � EMBED Equation.3  ���.








x2 < 5, поэтому корнем может быть только � EMBED Equation.3  ���.
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